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Àííîòàöèÿ. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåðà íåâûïóêëîñòè ïðîñòîé ìíîãî-
óãîëüíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ¾íå î÷åíü íåâûïóêëûõ¿ îáëà-
ñòåé ýòà ìåðà íå óìåíüøàåòñÿ ïðè îïåðàöèè ñóììû Ìèíêîâñêîãî, ãàðàíòèðóÿ òàêèì
îáðàçîì îòñóòñòâèå ¾äûð¿ â ñóììå Ìèíêîâñêîãî.

1. Ââåäåíèå

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñóììû Ìèíêîâñêîãî äâóõ ìíîæåñòâ A,B ⊂ Rd.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñóììà Ìèíêîâñêîãî A è B � ýòî

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóììà Ìèíêîâñêîãî íà ïëîñêîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî
ñóììà Ìèíêîâñêîãî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Â ñëó÷àå
âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ îíà âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ¾ñëèÿíèÿ îòñîð-
òèðîâàííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ñòîðîí¿ èñõîäíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, êîòîðûé äà¼ò ñòî-
ðîíû ñóììû Ìèíêîâñêîãî. Ïðè ðàññìîòðåíèè íåâûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ òðåáó-
þòñÿ áîëåå ñëîæíûå àëãîðèòìû, ñì. íàïðèìåð [1, 2, 3]. Â öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ çàäà÷à
âû÷èñëåíèÿ ñóììû Ìèíêîâñêîãî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïëîòíîé
óïàêîâêè èëè ïëàíèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñäâè-
ãîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþò ìíîæåñòâî B ñîîòâåòñòâóåò ñóììå Ìèíêîâ-
ñêîãî (−A) +B, ãäå ìèíóñ îçíà÷àåò ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
Íàèáîëåå ïðÿìîëèíåéíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ñóììû Ìèíêîâñêîãî íåâûïóêëûõ îá-

ëàñòåé � ýòî ðàçëîæåíèå íåâûïóêëûõ îáëàñòåé â îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ, âû÷èñëåíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóìì Ìèíêîâñêîãî âûïóêëûõ ÷àñòåé è îáúåäèíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ñì.
íàïðèìåð [1]. Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèÿõ, êîãäà îáëàñòè ñóùåñòâåííî íåâûïóêëû,
òàêîé ïîäõîä ìîæåò áûòü ñëèøêîì ñëîæåí. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ìåòî-
äû, îñíîâàííûå íà èíòóèòèâíî ïîíÿòíûõ ïðîöåññàõ ¾ñêîëüæåíèÿ¿ îäíîãî ìíîæåñòâà
ïî äðóãîìó, ñì. íàïðèìåð [2, 3]. Òàêèå ìåòîäû ìîãóò íåïëîõî ñïðàâëÿòüñÿ ñ íåâû-
ïóêëûìè îáëàñòÿìè, íî òðóäíîé ÷àñòüþ ýòèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ îáíàðóæåíèå ¾äûð¿ â
ñóììå Ìèíêîâñêîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, âàæíî èìåòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûå êðèòåðèè
òîãî, ÷òî ñóììà Ìèíêîâñêîãî íå èìååò ¾äûð¿ (òî åñòü ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé).
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Â ðàçäåëå 2 ìû îïðåäåëÿåì ìåðó íåâûïóêëîñòè acoK äëÿ îäíîñâÿçíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà (ïðîñòîãî ìíîãîóãîëüíèêà) K íà ïëîñêîñòè, ïðè÷¼ì acoK ≤ 0 âñåãäà è acoK = 0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K âûïóêëûé. Ýòî îïðåäåëåíèå èñïîëüçóåò ñóùåñòâåííî
ñâîéñòâà ïëîñêèõ ôèãóð, äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ìåð íåâûïóêëîñòè, ïðèìåíèìûå â ñëó÷à-
ÿõ áîëüøåé (èëè äàæå áåñêîíå÷íîé) ðàçìåðíîñòè ðàññìîòðåíû â [4]. Äðóãîé âàðèàíò
ìåðû íåâûïóêëîñòè, îñíîâàííûé íà ìåòðèêå, çàäàííîé êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè â K,
îïèñàí â [5].
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K è L � ïðîñòûå ìíîãîóãîëüíèêè, òàêèå ÷òî acoK, acoL > −π.
Òîãäà K + L � òîæå ïðîñòîé ìíîãîóãîëüíèê è

aco(K + L) ≥ min{acoK, acoL}.

Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâî acoK > −π ñòàáèëüíî îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè ñóììû Ìèíêîâñêîãî, è â ýòîì ñëó÷àå ñóììà ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ïðîñòûì
ìíîãîóãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ìíîãîóãîëüíèêîì.
Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ìû èñïîëüçóåò ñëåäóþùèé ôàêò, èìåþùèé ñîáñòâåííóþ

öåííîñòü. Îí ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì òåîðåìû (Õàíà-Áàíàõà) îá îòäåëè-
ìîñòè äëÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K � ïðîñòîé ìíîãîóãîëüíèê è acoK > −π. Òîãäà äëÿ ëþáîé
òî÷êè x 6∈ K íàéä¼òñÿ óãîë A ñ âåðøèíîé x ñ óãëîâîé ìåðîé ∠A = π + acoK, òàêîé
÷òî

A ∩K = ∅.

2. Îïðåäåëåíèå óãëîâîé âûïóêëîñòè

Ñäåëàåì îïðåäåëåíèÿ è çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê v1, . . . , vn ∈ R2 (âåðøèí) è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îòðåçêîâ v1v2, . . . , vn−1vn (ð¼áåð) íàçûâàåòñÿ ëîìàíîé. Ìû âñåãäà òðåáóåì, ÷òîáû
ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû íå ñîâïàäàëè vi 6= vi+1.
Äëÿ ëîìàíîé P = v1 . . . vn ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ v2−v1, . . . , vn−vn−1 íàçîâ¼ì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñäâèãîâ è îáîçíà÷èì å¼ S(P ).

Îïðåäåëåíèå 3. Ëîìàíàÿ v1v2 . . . vn+1 íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè v1 = vn+1. Â òà-
êîì ñëó÷àå ìû ÷àñòî íóìåðóåì âåðøèíû ïî ìîäóëþ n.

Îïðåäåëåíèå 4. Ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé,
òî åñòü å¼ ð¼áðà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå, åñëè îíè ñîñåäíèå, èíà÷å îíè íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Â çàìêíóòîé ëîìàíîé, åñòåñòâåííî, íà÷àëî ïåðâîãî ðåáðà ñîâïàäàåò ñ
êîíöîì ïîñëåäíåãî.

Îïðåäåëåíèå 5. Êîìïàêò K ⊂ R2 íàçîâ¼ì ïðîñòûì ìíîãîóãîëüíèêîì, åñëè åãî
ãðàíèöà � íåêîòîðàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî â îáùåì ñóììà Ìèíêîâñêîãî äâóõ ïðîñòûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ìîæåò
íå áûòü ïðîñòûì ìíîãîóãîëüíèêîì. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, â íåé ìîãóò áûòü ¾äûðû¿.
Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ìû õîòèì äàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû ñóììà Ìèí-
êîâñêîãî áûëà ïðîñòûì ìíîãîóãîëüíèêîì. Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè îïðåäåëèì êîñîå ïðîèçâåäåíèå

[v, w] = vxwy − vywx.

Äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà v, w íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè, åñëè v = αw. Åñëè ïðè ýòîì
α < 0, ìû íàçûâàåì âåêòîðû ïðîòèâîïîëîæíûìè.

Îïðåäåëåíèå 7. Äëÿ äâóõ íåïðîòèâîïîëîæíûõ âåêòîðîâ v, w îáîçíà÷èì ∠(v, w) óãîë
ìåæäó âåêòîðàìè ñî çíàêîì, ïîëîæèòåëüíûì åñëè [v, w] > 0 è îòðèöàòåëüíûì åñëè
[v, w] < 0.

Îïðåäåëåíèå 8. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñäâèãîâ ëîìàíîé P íå ñîäåðæèò ïàðû
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñäâèãîâ, ìû ãîâîðèì, ÷òî P íåâîçâðàòíàÿ.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü ëîìàíàÿ P ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñäâèãîâ S(P ) = (s1, . . . , sn)
íåâîçâðàòíàÿ. Âðàùåíèå ëîìàíîé P (è âðàùåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S(P )) � ýòî

rotP =
n−1∑
i=1

∠(si, si+1).

Åñëè ëîìàíàÿ èìååò 2 âåðøèíû, ïîëîæèì rotP = 0.
Åñëè ëîìàíàÿ P çàìêíóòàÿ, òî (ñ íóìåðàöèåé ïî ìîäóëþ n)

rotP =
n∑

i=1

∠(si, si+1).

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü P � íåâîçâðàòíàÿ ëîìàíàÿ. Îáîçíà÷èì óãëîâóþ âûïóêëîñòü
P

acoP = min
L⊆P

rotL,

ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì îòðåçêàì ëîìàíîé L ⊆ P (ïîëó÷àåìûì èç P óäàëåíèåì
íåêîòîðûõ âåðøèí â íà÷àëå, è íåêîòîðûõ âåðøèí â êîíöå).

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü K � ïðîñòîé ìíîãîóãîëüíèê è ãðàíèöà P = ∂K îðèåíòèðî-
âàíà òàê, ÷òî rotP = 2π. Îáîçíà÷èì óãëîâóþ âûïóêëîñòü K

acoK = min
L⊆P

rotL,

ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ëîìàíûì L ⊆ P , îðèåíòèðîâàííûì âäîëü P .

Óãëîâàÿ âûïóêëîñòü ìíîãîóãîëüíèêà K ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà åãî äèàãðàììå íà-
ïðàâëåíèé (íàïðàâëåíèé ð¼áåð, ïðîõîäèìûõ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) íà Ðèñóíêå 1
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Ðèñ. 1. Äèàãðàììà íàïðàâëåíèé è óãëîâàÿ âûïóêëîñòü ìíîãîóãîëüíèêà,
T � ïîëíàÿ äëèíà.

3. Ñîðòèðîâàííàÿ ñóììà ëîìàíûõ

Ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ëåììû, êîòîðûå îáîáùàþò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
ñóììû Ìèíêîâñêîãî âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ÷åðåç ñîðòèðîâêó ð¼áåð. Íà÷í¼ì ñ
îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 12. Îáîçíà÷èì êîíêàòåíàöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé S è S ′ ÷åðåç S ◦S ′.
Îáîçíà÷èì ïåðâûé ýëåìåíò â íåïóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S ÷åðåç headS, îáîçíà÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S áåç ïåðâîãî ýëåìåíòà ÷åðåç tailS.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü äâå ëîìàíûå P = v1, . . . , vn+1 è Q = w1, . . . , wm+1 íåâîçâðàò-
íûå, îáîçíà÷èì èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñäâèãîâ S(P ) = s1, . . . , sn è S(Q) = t1, . . . , tm.
Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∠(s1, t1) = 0 è rotP = rotQ.
Îïðåäåëèì ñîðòèðîâàííóþ ñóììó R = P+sQ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü å¼ ïåðâàÿ

âåðøèíà � ýòî v1 + w1, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñäâèãîâ S(P +s Q) ôîðìèðóåòñÿ ïî
ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:
1) Â íà÷àëå S1 = S(P ), S2 = S(Q), S3 = ∅;
2) Åñëè S1 = ∅ è S2 = ∅, òî S(P +s Q) = S3 è àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ;
3) Åñëè S1 = ∅, òî S(P +s Q) = S3 ◦ S2 è àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ;
4) Åñëè S2 = ∅, òî S(P +s Q) = S3 ◦ S1 è àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ;
5) Åñëè rotS1 ≥ rotS2, òî S3 = S3 ◦ headS1, S1 = tailS1 è ïåðåõîäèì ê øàãó 2;
6) Åñëè rotS1 < rotS2, òî S3 = S3 ◦ headS2, S2 = tailS2 è ïåðåõîäè ê øàãó 2.

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ìû ïðîèçâîäèì ñëèÿíèå ñäâèãîâ èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñäâèãîâ òàê, ÷òî èç äâóõ âàðèàíòîâ íà êàæäîì øàãå ìû âûáèðàåì ¾ñàìûé ïðàâûé¿, à
åñëè íàïðàâëåíèÿ ñîâïàäàþò, òî ìû âûáèðàåì èç ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Óñëîâèå
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Ðèñ. 2. Ñóììà Ìèíêîâñêîãî è ñîðòèðîâàííàÿ ñóììà äâóõ ëîìàíûõ.

òîãî, ÷òî íà÷àëà è êîíöû îáîèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìåþò îäèíàêîâûå íàïðàâëåíèÿ,
è âðàùåíèÿ ñîâïàäàþò, â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü îïóùåíî, íî îíî ñóùåñòâåííî
èñïîëüçóåòñÿ â ëåììàõ 2, 3 è 4. Ïðèìåð ñîðòèðîâàííîé ñóììû ëîìàíûõ èçîáðàæ¼í íà
ðèñóíêå 2.
Ñíà÷àëà ìû óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ñîðòèðîâàííîé ñóììîé è ñóììîé Ìèíêîâñêîãî.

Ëåììà 1. Ïóñòü ëîìàíûå P è Q óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 13, è ïóñòü
îíè êóñî÷íî-ëèíåéíî ïàðàìåòðèçîâàíû

P = {p(t) : t ∈ [0, 1]}, Q = {q(t) : t ∈ [0, 1]}.
Òîãäà íàéäóòñÿ íåóáûâàþùèå êóñî÷íî ëèíåéíûå ñþðúåêòèâíûå ôóíêöèè φ, ψ : [0, 1] →
[0, 1], òàêèå ÷òî

r(t) = p(φ(t)) + q(ψ(t))

ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé R, â ÷àñòíîñòè P +s Q ⊆ P +Q (ñóììà Ìèíêîâñêîãî P
è Q êàê ôèãóð íà ïëîñêîñòè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |S(P )| = n, |S(Q)| = m, òîãäà |S(P +s Q)| = n+m. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ p îòîáðàæàåò òî÷êè
0, 1

n
, 2

n
, . . . , n−1

n
, 1 â âåðøèíû P , à q îòîáðàæàåò òî÷êè 0, 1

m
, 2

m
, . . . , m−1

m
, 1 â âåðøèíû Q.
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Áóäåì ñòðîèòü íåïðåðûâíûå è êóñî÷íî-ëèíåéíûå φ è ψ, òàê ÷òî φ íà îòðåçêå
[

i−1
n+m

, i
n+m

]
(i = 1, . . . , n+m) ëèáî ïîñòîÿííà, ëèáî ëèíåéíî âîçðàñòàåò íà 1

n
, à ψ íà òîì æå îòðåçêå

ëèáî ïîñòîÿííà, ëèáî ëèíåéíî âîçðàñòàåò íà 1
m
.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ïðàâèëî: åñëè i-é ñäâèã â S(P +s Q) âçÿò èç S(P ), òî φ âîç-
ðàñòàåò, à ψ îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé, åñëè ñäâèã âçÿò èç S(Q), òî φ îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé,
à ψ âîçðàñòàåò.
Â ïåðâîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì S(P +s Q) = S ′ ◦ si ◦ S ′′, ãäå |S ′| = i − 1. Òîãäà äëÿ

t1 = i−1
n+m

è t2 = i
n+m

p(φ(t1)) + q(ψ(t1)) = v1 +w1 +
∑

S ′ ∩S(P ) +
∑

S ′ ∩S(Q) = v1 +w1 +
∑

S ′ ∈ P +sQ,

è

p(φ(t2))+q(ψ(t2)) = v1+w1+
∑

S ′∩S(P )+sk+
∑

S ′∩S(Q) = v1+w1+
∑

S ′+si ∈ P+sQ.

Ýòè ðàâåíñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷êè p(φ(t1)) + q(ψ(t1)) è p(φ(t2)) + q(ψ(t2)) � äâå
ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ëîìàíîé P +s Q, à äëÿ t ∈ [t1, t2] òî÷êà p(φ(t)) + q(ψ(t))
ëåæèò íà ñîîòâåòñòâóþùåì ðåáðå P +s Q.
Âòîðîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ëåììà 2. Ïóñòü P,Q,R óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 13. Åñëè acoP, acoQ >
−π, òî ëîìàíàÿ R = P +s Q íåâîçâðàòíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñäâèãà sk è tl (çà-
íóìåðîâàííûå ïî ñâîèì íîìåðàì â S(P ) è S(Q)) ïðîòèâîïîëîæíû. Ðàññìîòðèì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè S1 è S2 èç îïðåäåëåíèÿ â ñîñòîÿíèè äî ïðèñîåäèíåíèÿ sk è tl ê S3,
òîãäà sk = headS1, tl = headS2.
Ñäâèãè sk è tl ïðîòèâîïîëîæíû, ñëåäîâàòåëüíî rotS1 = rotS2 + (2N + 1)π äëÿ

íåêîòîðîãî N ∈ Z. Òàê êàê sk èä¼ò ïåðåä tl â S(P +s Q), òî rotS1 ≥ rotS2. Òîãäà
ïîëó÷àåì

rotS1 ≥ rotS2 + π.

Åñëè |S1| ≥ 2, òî ïî ïîñòðîåíèþ rot tailS1 ≤ rotS2, è òîãäà ∠(headS1, head tailS1) ≥
π, ÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè |S1| = 1, òî rotS2 ≤ −π, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åíèþ íà
óãëîâóþ âûïóêëîñòü. �

Ëåììà 3. Ïóñòü P,Q,R óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 13. Åñëè acoP, acoQ >
−π, òî rotR = rotP = rotQ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì rotP = rotQ = α. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî rotS(P +s Q) =
α, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè íà íåêîòîðîì øàãå ïîñòðîåíèÿ
ïîñëåäíèé ýëåìåíò â S3 ïðèø¼ë èç S(P ), òî rot(S3 ◦ S1) = α, åñëè ïîñëåäíèé ýëåìåíò
â S3 ïðèø¼ë èç S(Q), òî rot(S3 ◦ S2) = α.
Äîêàæåì ýòî ïî èíäóêöèè. Åñëè |S3| ≤ 2, óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïóñòü S3 = S ′3 ◦ x ◦ y,

åñëè x è y ïðèøëè èç S(P ), òî

rot(S3 ◦ S1) = rot(S ′3 ◦ x ◦ y ◦ S1) = α
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ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Àíàëîãè÷íî åñëè x, y ∈ S(Q). Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé x ∈ S(P ), y ∈ S(Q). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïóñòî S1

èëè íåò.
Ñëó÷àé 1: S1 íå ïóñòî. Ïî ïîñòðîåíèþ ñîðòèðîâàííîé ñóììû èìååì:

rot(x ◦ S1) ≥ rot(y ◦ S2) ≥ rotS1,

à òàê êàê rot(x ◦ S1) = ∠(x, headS1) + rotS1, òî ïîëó÷àåòñÿ

| rot(x ◦ S1)− rot(y ◦ S2)| < π.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè rot(S ′3 ◦ x ◦ S1) = α. Ðàçíîñòü

rot(S3 ◦ S2)− rot(S ′3 ◦ x ◦ S1) = rot(x ◦ y ◦ S2)− rot(x ◦ S1) =

= ∠(x, y) + rot(y ◦ S2)− rot(x ◦ S1)

äîëæíà áûòü êðàòíà 2π. Íî å¼ ìîäóëü íå áîëåå 2π, òàê êàê |∠(x, y)| < π è | rot(x ◦
S1)− rot(y ◦ S2)| < π. Ñëåäîâàòåëüíî rot(S3 ◦ S2) = α.
Ñëó÷àé 2: S1 ïóñòî. Òîãäà, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ:

0 ≥ rot(y ◦ S2),

è ðàçíîñòü

rot(S ′3 ◦ x ◦ y ◦ S2)− rot(S ′3 ◦ x) = rot(x ◦ y ◦ S2) = ∠(x, y) + rot(y ◦ S2)

äîëæíà áûòü êðàòíà 2π. Òàê êàê |∠(x, y)| < π è 0 ≥ rot(y ◦ S2) ≥ acoQ, ðàçíîñòü
äîëæíà áûòü íóëåâîé. �

Ëåììà 4. Ïóñòü P,Q,R óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 13. Åñëè acoP, acoQ >
−π, òî acoR ≥ min{acoP, acoQ}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì α = rotP = rotQ = rotR, γ = min{acoP, acoQ}.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äëÿ íåêîòîðîãî îòðåçêà S ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S(P +s Q)

îêàçàëîñü rotS < γ. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
S3 â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ñîðòèðîâàííîé ñóììû ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ S ′3 è S

′′
3 (â

òàêîì ïîðÿäêå), äëÿ êîòîðûõ

rotS ′′3 < rotS ′3 + γ.

Ïîëîæèì S ′3 = T ′ ◦ x, S ′′3 = T ′′ ◦ y è îáîçíà÷èì çíà÷åíèÿ S1 è S2 â ñîîòâåòñòâóþùèå
ìîìåíòû S ′1, S

′
2, S

′′
1 , S

′′
2 .

Åñëè x è y ïðèøëè èç S(P ), òî (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3)

rot(x ◦ S ′1) = α− rotS ′3, rot(y ◦ S ′′1 ) = α− rotS ′′3

è ïî ïðåäïîëîæåíèþ

rot(x ◦ S ′1) < rot(y ◦ S ′′1 ) + γ.

Åñëè S ′1 = Σ ◦ y ◦ S ′′1 , òî
rot(x ◦ Σ ◦ y) + rot(y ◦ S ′′1 ) < rot(y ◦ S ′′1 ) + γ,
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è ñëåäîâàòåëüíî rot(x ◦ Σ ◦ y) < γ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ acoP ≥ γ. Åñëè x è y
îáà èç S(Q) ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íîå ïðîòèâîðå÷èå.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ïðèø¼ë èç S(Q), y èç S(P ). Òîãäà

rot(x ◦ S ′2) = α− rotS ′3, rot(y ◦ S ′′1 ) = α− rotS ′′3

è ïî ïðåäïîëîæåíèþ

rot(x ◦ S ′2) < rot(y ◦ S ′′1 ) + γ.

Ïî ïîñòðîåíèþ rotS ′1 ≤ rot(x ◦ S ′2) (êîãäà x áûë äîáàâëåí ê S3) è

rotS ′1 < rot(y ◦ S ′′1 ) + γ.

Åñëè S ′1 = Σ ◦ y ◦ S ′′1 , òî

rot(Σ ◦ y) + rot(y ◦ S ′′1 ) < rot(y ◦ S ′′1 ) + γ,

è ñëåäîâàòåëüíî rot(Σ ◦ y) < γ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ acoP ≥ γ.
Ñëó÷àé, êîãäà x ïðèø¼ë èç S(P ), y ïðèø¼ë èç S(Q) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

�

4. Óñòðàíåíèå ñàìîïåðåñå÷åíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ëîìàíóþ P ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè. Ìû îïðåäåë¼í-
íûì îáðàçîì ïðåîáðàçóåì å¼ â ëîìàíóþ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, è îïèñûâàåì, êàê ìîãëî
èçìåíèòüñÿ âðàùåíèå ëîìàíîé P . Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 14. Ëîìàíàÿ P íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, åñëè
1) âñå å¼ âåðøèíû ðàçëè÷íû;
2) ëþáûå äâà ðåáðà ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå, ïðè÷¼ì îáùàÿ òî÷êà

� ýòî ëèáî îáùàÿ âåðøèíà, ëèáî îòíîñèòåëüíî âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáîèõ ð¼áåð;
3) ëþáûå òðè ðåáðà íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíî ìàëûì øåâåëåíèåì âåðøèí ìîæíî ëþáóþ ëîìàíóþ ïðè-
âåñòè â îáùåå ïîëîæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü ëîìàíàÿ P íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îíà çàäàíà êóñî÷íî-ëèíåéíîé ïàðàìåòðèçàöèåé P = {p(t) : t ∈ [a, b]} è èìååò
ñàìîïåðåñå÷åíèå p(t1) = p(t2) äëÿ íåêîòîðûõ t1 < t2. Ïóñòü óäàëåíèå ïåòëè � ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå, çàìåíÿþùåå P íà êîíêàòåíàöèþ ëîìàíûõ P ′ = {p(t) : t ∈ [a, t1]} è
P ′′ = {p(t) : t ∈ [t2, b]}.

ßñíî, ÷òî âîîáùå rotP ìåíÿåòñÿ íà êðàòíóþ 2π âåëè÷èíó ïðè óäàëåíèè ïåòëè.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòî÷íÿåò ýòî óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5. Ïóñòü P � ëîìàíàÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòðåçîê P
ìåæäó p(t1) è p(t2) èìååò âðàùåíèå > −π. Òîãäà âðàùåíèå rotP íå âîçðàñòàåò ïðè
óäàëåíèè ïåòëè.



ÌÅÐÀ ÍÅÂÛÏÓÊËÎÑÒÈ ÏËÎÑÊÈÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ È ÑÓÌÌÀ ÌÈÍÊÎÂÑÊÎÃÎ 9

Ðèñ. 3. Óäàëåíèå ïåòåëü â ëîìàíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p(t1) ëåæèò íà ðåáðå ñ íàïðàâëåíèåì s1, p(t2) ëåæèò íà äðó-
ãîì ðåáðå ñ íàïðàâëåíèåì s2. Îáîçíà÷èì îòðåçîê P ìåæäó p(t1) è p(t2) ÷åðåç L.
Îòîæäåñòâèâ p(t1) è p(t2) â ëîìàíîé L, ìû ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ëîìàíóþ, ñëåäîâà-

òåëüíî

rotL+ ∠(s2, s1) = 2πN, N ∈ Z.
Òàê êàê rotL > −π è |∠(s2, s1)| < π, ïîëó÷àåì, ÷òî rotL+ ∠(s2, s1) ≥ 0.
Ïîñëå óäàëåíèÿ L âðàùåíèå íîâîé ëîìàíîé îòëè÷àåòñÿ îò rotP íà ∠(s1, s2)−rotL =

−∠(s2, s1)− rotL ≤ 0, ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå âîçðàñòàåò. �

Ëåììà 6. Ïóñòü P � ëîìàíàÿ â îáùåì ïîëîæåíèè è acoP > −π. Òîãäà ìîæíî
óäàëèòü âñå ïåòëè â P , íå óâåëè÷èâ å¼ âðàùåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñå ñëó÷àè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ëîìàíîé P , è âûáåðåì ïåð-
âóþ ïî ïàðàìåòðó òî÷êó p(t1) = p(t2). Óäàëèì ïåòëþ ìåæäó p(t1) è p(t2). È äàëåå áóäåì
ïðîäîëæàòü äåéñòâîâàòü òàêæå, ïîêà íå óäàëèì âñå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. ßñíî, ÷òî ïðè
ýòîì óäàëÿþòñÿ íåïåðåêðûâàþùèåñÿ îòðåçêè P , êàæäûé èç óäàë¼ííûõ îòðåçêîâ èìåë
óãëîâóþ âûïóêëîñòü > −π è ïî ëåììå 5 óãëîâàÿ âûïóêëîñòü íå óâåëè÷èëàñü. �

Ïðèìåð óäàëåíèÿ âñåõ ïåòåëü ïîêàçàí íà ðèñóíêå 3.

5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Ñíà÷àëà ñäåëàåì îïðåäåëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 16. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà äâóõ ëó÷åé r1 è r2 ñ îáùèì íà÷àëîì íàçûâà-
åòñÿ óãëîâîé îáëàñòüþ (èëè ïðîñòî óãëîì). Äëÿ óãëîâîé îáëàñòè A å¼ óãëîâàÿ ìåðà
� ýòî ∠A = |∠(r1, r2)|.

Òåïåðü îïðåäåëèì âðàùåíèå äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ.

Îïðåäåëåíèå 17. Ïóñòü C = {c(t) : t ∈ [a, b]} � ãëàäêàÿ êðèâàÿ (ñ íåíóëåâîé ïðîèç-
âîäíîé ïî ïàðàìåòðó). Òîãäà îïðåäåëåíà åäèíè÷íàÿ íîðìàëü

τ(t) =
c′(t)

|c′(t)|
êàê íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå τ : [a, b] → S1 â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Ðàññìîòðèì
óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå κ : R → S1, çàäàííîå ïîëÿðíûì óãëîì. Îòîáðàæåíèå τ íåïðå-
ðûâíî ïîäíèìàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ τ̃ : [a, b] → R, òàê ÷òî τ = κ ◦ τ̃ .
Òîãäà âðàùåíèå êðèâîé C � ýòî τ̃(b)− τ̃(a).

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü C = {c(t) : t ∈ [a, b]}� êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ
êîíêàòåíàöèåé ãëàäêèõ êðèâûõ C1 ◦ . . . ◦ Cn. Îáîçíà÷èì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè
êîòîðûõ Ci ïåðåõîäèò â Ci+1 çà ti. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âåêòîðû c′−(ti) è c

′
+(ti) (ëåâàÿ è

ïðàâàÿ ïðîèçâîäíûå) íå áûëè ïðîòèâîïîëîæíûìè.
Òîãäà âðàùåíèå êðèâîé C � ýòî

rotC =
n∑

i=1

rotCi +
n−1∑
i=1

∠(c′−(ti), c
′
+(ti)).

ßñíî, ÷òî åñëè êðèâàÿ C àïïðîêñèìèðîâàíà ëîìàíîé P ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì øà-
ãîì, òî rotC = rotP . Óãëîâàÿ âûïóêëîñòü êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
ëîìàíîé.
Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2. Ëîìàíàÿ P = ∂K ìîæåò áûòü

àïïðîêñèìèðîâàíà ãëàäêîé êðèâîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü vi � å¼ âåðøèíà ñ íåíó-
ëåâûì óãëîì ∠(vi − vi−1, vi+1 − vi), â ìàëîé îêðåñòíîñòè vi ìû çàìåíèì îáúåäèíåíèå
äâóõ ðàâíûõ ìàëûõ îòðåçêîâ P (ïåðâûé èç vi íàçàä ïî ∂P , âòîðîé èç vi âïåð¼ä ïî ∂P )
íà äóãó îêðóæíîñòè Ai, òàê ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ ïîëó÷èâøåéñÿ êðèâîé ñòàëà íåïðå-
ðûâíîé. Åñëè áðàòü îòðåçêè äîñòàòî÷íî ìàëûìè, òî íîâàÿ ãðàíèöà P ′ íå áóäåò èìåòü
ñàìîïåðåñå÷åíèé. Îáîçíà÷èì çà K ′ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ P ′, òîãäà òî÷êà x (äëÿ êî-
òîðîé ìû ïðîâåðÿåì ñâîéñòâî îòäåëèìîñòè) âñ¼ åù¼ áóäåò ëåæàòü çà ïðåäåëàìè P ′

ïðè äîñòàòî÷íî áëèçêîì ïðèáëèæåíèè P ′ ê P .
Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ rotAi = ∠(vi − vi−1, vi+1 − vi), ñëåäîâàòåëüíî acoP ′ =

acoP = γ.
Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê p1, p2 ∈ P ′ îáîçíà÷èì [p1, p2]P ′ îòðåçîê êðèâîé P ′, îðèåíòè-

ðîâàííûé ïî P ′, íà÷èíàþùèéñÿ â p1 è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â p2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
ôóíêöèè òî÷êè p ∈ P ′

γ+(p) = min
q∈P ′

rot[p, q]P ′ , γ−(p) = min
q∈P ′

rot[q, p]P ′ .

Î÷åâèäíî, ÷òî îíè íåïðåðûâíû è ïî óñëîâèÿ íà óãëîâóþ âûïóêëîñòü γ−(p)+γ+(p) ≥ γ.
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Ðèñ. 4. Ôèãóðà K ′ è óãëîâàÿ îáëàñòü A(p).

Ðàññìîòðèì ëó÷è r+(p) è r−(p) ñ íà÷àëîì p, òàêèå ÷òî

∠(τ(p), r+(p)) = γ+(p), ∠(r−(p), τ(p)) = γ−(p).

Çàìåòèì, ÷òî ëó÷è r+(p) è r−(p) âûõîäÿò âî âíåøíþþ ñòîðîíó èëè ïî êàñàòåëüíîé
ê K ′, è óãîë ìåæäó íèìè íå ìåíåå π + γ > 0. Îáîçíà÷èì óãëîâóþ îáëàñòü A(p) =
conv(r+(p) ∪ r−(p)).
Ìû ñîáèðàåìñÿ ïîêàçàòü, ÷òî K ′ ∩ intA(p) = ∅. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, â ýòîì

ñëó÷àå P ′ ïðîéä¼ò ÷åðåç âíóòðåííþþ ÷àñòü A(p). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðè-
ñóíêå 4.
Íà÷í¼ì äâèãàòü òî÷êó q èç p âäîëü P ′. Ïîñìîòðèì, êîãäà q ïåðâûé ðàç ïîïàä¼ò

âíóòðü intA(p). Ïóñòü ïðè ýòîì q ïåðåñåêëà ëó÷ r+(p), òîãäà âðàùåíèå çàìêíóòîé
êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé [p, q]P ′ ◦ [q, p] (ïîñëåäíèé îòðåçîê � ýòî
îòðåçîê ïðÿìîé) ðàâíî −2π, è ÿñíî ÷òî rot[p, q]P ′ äîëæåí áûòü íå áîëåå γ+(p), ÷òî
ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Îñòà¼òñÿ äðóãàÿ âîçìîæíîñòü: òî÷êà q (ïðè äâèæåíèè èç p âäîëü P ′) ïîïàä¼ò âíóòðü

A(p) ÷åðåç r−(p). Ïóñòü q � ýòà ïåðâàÿ òàêàÿ òî÷êà íà ëó÷å r−(p), â ýòîì ñëó÷àå
ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ êðèâóþ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé [p, q]P ′ ◦ [q, p] îãðàíè÷èâàþùóþ
îáëàñòü L. Åñëè òåïåðü äâèãàòü òî÷êó s èç p âäîëü P ′ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, îíà
ãäå-òî äîëæíà âûéòè èç L, ïðè÷¼ì ñäåëàòü ýòî îíà ìîæåò òîëüêî ÷åðåç [q, p], ïîïàâ
â intA(p). Ïóñòü s � ïåðâàÿ òî÷êà íà [q, p], êîòîðàÿ ýòî ñäåëàëà. Òîãäà çàìêíóòàÿ
ïðîñòàÿ êðèâàÿ [s, p]P ′ ◦ [p, s] èìååò âðàùåíèå −2π è rot[s, p]P ′ < γ−(p), ÷òî ïðèâîäèò
ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ òî÷åê x, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê P ′, äîêàæåì
å¼ äëÿ âñåõ x çà ïðåäåëàìè P ′. Äëÿ p ∈ P ′ îáîçíà÷èì ν(p) íàïðàâëåíèå áèññåêòðèñû
A(p), à µ(p) � åäèíè÷íîå íàïðàâëåíèå x− p. Âîçíèêàþò äâà îòîáðàæåíèÿ ν : P ′ → S1

è µ : P ′ → S1. Îòîáðàæåíèå ν ãîìîòîïíî ãàóññîâîìó îòîáðàæåíèþ êðèâîé P ′, ñëå-
äîâàòåëüíî deg ν = 1. Îòîáðàæåíèå µ ãîìîòîïíî ïîñòîÿííîìó (ãîìîòîïèÿ ïîëó÷àåòñÿ
ïðè ñäâèãå x â áåñêîíå÷íîñòü, íå ïåðåñåêàÿ P ′), çíà÷èò deg µ = 0. Òîãäà ν è µ äîëæ-
íû ñîâïàñòü íà íåêîòîðîé òî÷êå p. Äðóãîé (áîëåå ýëåìåíòàðíûé) ñïîñîá äîêàçàòü ýòî
� çàìåòèòü, ÷òî âðàùåíèå âåêòîðà ν(p) ïðè îáõîäå òî÷êîé p êðèâîé P ′ ðàâíî 2π, à
âðàùåíèå µ(p) ðàâíî íóëþ.
ßñíî, ÷òî äëÿ òàêîãî p òî÷êà x ëåæèò âíóòðè A(p), è óãëîâàÿ îáëàñòü A(p)+x−p ⊂

intA(p) � òî ÷òî íóæíî â òåîðåìå.

6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Îáîçíà÷èì γ = min{acoK, acoL}. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîM = K+L. Äàëåå ìû äî-
êàæåì, ÷òî îíî îäíîñâÿçíî (íå èìååò äûð, òî åñòü îãðàíè÷åííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
äîïîëíåíèÿ R2 \M), íî ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì ÷òî äûðû ìîãóò áûòü è âíåøíþþ ÷àñòü
ãðàíèöû B (ãðàíèöà íåîãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòû R2 \M). Ïîêàæåì, ÷òî acoB ≥ γ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ äâóõ òî÷åê p, q ∈ B îêàçàëîñü rot[p, q]B = δ < γ

(îáîçíà÷åíèå îòðåçêà êðèâîé òî æå, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2). Ìîæíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî p è q ëåæàò âíóòðè ð¼áåð B. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ñóììû Ìèíêîâñêîãî
ñëåäóåò, ÷òî

p = a+ b, a ∈ K, b ∈ L, q = c+ d, c ∈ K, d ∈ L.
Îäíà èç òî÷åê a è b (ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè a) ëåæèò íà ðåáðå (òàê êàê p ëåæèò

íà ðåáðå) ëîìàíîé ∂K ñ âíåøíåé íîðìàëüþ ν. Äðóãàÿ òî÷êà b ëèáî ëåæèò íà ðåáðå L
ñ òîé æå íîðìàëüþ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé L.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ν, x) íà íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè b â L äîñòèãàåò ñòðîãîãî ìàêñèìóìà â òî÷êå b, òîãäà ìîæíî äîáàâèòü ¾âèðòóàëü-
íîå ðåáðî¿ äëèíû íîëü ê L â òî÷êå b, èìåþùåå âíåøíþþ íîðìàëü ν. Ýòî âèðòóàëüíîå
ðåáðî íå âëèÿåò íà âðàùåíèå îòðåçêîâ ëîìàíîé ∂L. Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òî÷êè
a, b, c, d ëåæàò íà (âîçìîæíî âèðòóàëüíûõ) ð¼áðàõ, ð¼áðà òî÷åê a, b, p èìåþò îäèíàêî-
âîå íàïðàâëåíèå, è ð¼áðà òî÷åê c, d, q òàêæå èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè aco ∂K > −π, òî äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà ëîìàíîé [x, y]∂K åãî âðà-

ùåíèå íå áîëåå 3π, èíà÷å äîïîëíèòåëüíûé îòðåçîê [y, x]∂K èìåë áû âðàùåíèå ≤ −π.
Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî rot[a, c]∂K = δ+ 2πN , N ∈ Z. Èç óñëîâèå óãëîâîé âûïóêëîñòè è
ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèå ñëåäóåò, ÷òî rot[a, c]∂K = δ + 2π. Ñëåäîâàòåëüíî

rot[c, a]∂K = rot[d, b]∂L = −δ.

Ðàññìîòðèì ñîðòèðîâàííóþ ñóììó S = [c, a]∂K +s [d, b]∂L. Ïî ëåììå 3 è ëåììå 4
èìååì rotS = −δ, acoS ≥ γ > −π. Èç ëåììû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî S ⊆ M . Ñèòóàöèÿ
èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5.
Çàìåòèì, ÷òî M = cl intM , intM ñâÿçíî, ïîýòîìó ìîæíî ïðèâåñòè ëîìàíóþ S â

îáùåå ïîëîæåíèå òàê, ÷òî îíà îñòàíåòñÿ â M è åäèíñòâåííûìè òî÷êàìè â S ∩ ∂M
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Ðèñ. 5. Òî÷êè p = a+ b, q = c+ d è ëîìàíàÿ S = [c, a]∂K +s [d, b]∂L.

áóäóò p è q. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âðàùåíèå S ïðè ýòîì âîçìóùåíèè èçìåíÿåòñÿ íà
ïðîèçâîëüíî ìàëîå çíà÷åíèå, è acoS îñòà¼òñÿ > −π.
Óäàëèì ïåòëè íà S ïî ëåììå 6 è ïîëó÷èì ïðîñòóþ ëîìàíóþ S0 ⊆ M , ó êîòîðîé

rotS0 ≤ −δ. Èç ëåììû 1 èçâåñòíî, ÷òî S0 ñîåäèíÿåò q è p. Áîëåå òîãî, ïî îïðåäåëå-
íèþ ñîðòèðîâàííîé ñóììû íàïðàâëåíèÿ ð¼áåð â òî÷êàõ p è q ñîâïàäàþò (ñ òî÷íîñòüþ
äî ìàëîãî çíà÷åíèÿ ïðè ïåðåõîäå ê îáùåìó ïîëîæåíèþ) ñ íàïðàâëåíèÿìè ð¼áåð (âîç-
ìîæíî âèðòóàëüíûõ) ëîìàíîé [p, q]B. Çíà÷èò, çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ C = S0◦[p, q]B èìååò
÷èñëî âðàùåíèÿ ≤ 0 è íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Ñëåäîâàòåëüíî rotC = −2π, è îãðàíè÷èâàåìàÿ åþ îáëàñòü íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò C.

Íî C ⊂ M , è âäîëü ëîìàíîé [p, q]B ìíîæåñòâî M íàõîäèòñÿ ñëåâà îò [p, q]B (B îðè-
åíòèðîâàíî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè), ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðàçîì
äîêàçàíî, ÷òî acoB ≥ γ.
Òåïåðü ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî M íå èìååò äûð. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: òî÷êà

x ∈ R2 \M íå ñîåäèíÿåòñÿ ñ∞ â äîïîëíåíèè ê ìíîæåñòâó M . Ïîøåâåëèì âåðøèíû K
è L íà âåëè÷èíû < δ. Åñëè δ âûáðàíî äîñòàòî÷íî ìàëûì, òî óñëîâèå acoK, acoL > −π
ñîõðàíèòñÿ, à òî÷êà x îñòàíåòñÿ âíåM . Áîëåå òîãî, åñëèM íå èìååò äûð, ñîäåðæàùèõ
x ïîñëå øåâåëåíèÿ, òî äîïîëíåíèå R2 \M ñîäåðæèò (ïî òåîðåìå 2) óãëîâóþ îáëàñòü A
ñ âåðøèíîé x è óãëîâîé ìåðîé ≥ (π + γ)/2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ
îáëàñòü A íå ìîæåò áûòü ¾áëîêèðîâàíà¿ ïðè âîçâðàòå ê íåâîçìóù¼ííûì K è L, ÷òî
äà¼ò ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî (< δ) øåâåëåíèÿ
K è L èõ ñóììà M âñ¼ åù¼ èìååò äûðû, òî åñòü ñâîéñòâî ¾èìåòü äûðû¿ îòêðûòî.
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Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçîâàííîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

M(t) = K + tL.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ð¼áðà M(t) ñîäåðæàòñÿ â ïðÿìûõ ëèíèÿõ (îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìè
òî÷åê)

{(v1 + tw1, v2 + tw1), (v1 + tw1, v1 + tw2)},
ãäå v1, v2 ∈ K è w1, w2 ∈ L � âåðøèíû ëîìàíûõ. Øåâåëÿ ëîìàíûå K è L ìû ìîæåì
òðåáîâàòü, ÷òîáû âñå òàêèå ïðÿìûå (èõ êîíå÷íîå ÷èñëî) èìåëè ðàçëè÷íîå íàïðàâëåíèå.
Òàêæå ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðè èçìåíåíèè t â ïðîìåæóòêå (0,+∞), íèêàêèå 4 ïðÿìûõ
íå ïåðåñåêàëèñü â îäíîé òî÷êå � ýòîãî ìîæíî ïîòðåáîâàòü èç ñîîáðàæåíèé îáùåãî
ïîëîæåíèÿ.
Åñëè ïàðàìåòð t äîñòàòî÷íî áëèçîê ê íóëþ, òî ìíîæåñòâî M(t) èìååò ñëåäóþùåå

ñòðîåíèå: îêîëî ðåáðà K îíî èìååò ¾äëèííîå¿ ðåáðî, à îêîëî âåðøèíû K ìîæåò áûòü
óñòðîåíî ñëîæíåå. Íî òàê êàê K ÿâëÿåòñÿ óëîâîé îáëàñòüþ K ∩ U(v) (âîçìîæíî âî-
ãíóòîé) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè âåðøèíû v ∈ K, òî M(t) â ýòîé îêðåñòíîñòè U(v) (è
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ
K ∩ U(v), òî åñòü çâ¼çäíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t, ëîêàëüíî M(t)
èìååò òàêóþ æå òîïîëîãèþ, êàê è K, à çíà÷èò ãëîáàëüíî íå ìîæåò èìåòü äûð.
Òåïåðü ðàññìîòðèì

t0 = inf{t : K + tL èìååò äûðû},
óæå äîêàçàíî, ÷òî t0 > 0, ïðåäïîëîæèì t0 < +∞. Òàê êàê ñâîéñòâî ¾èìåòü äûðó¿
îòêðûòî â äàííîì ñëó÷àå, M(t0) íå èìååò äûð. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèçîéä¼ò ïðè óâå-
ëè÷åíèè t íà ìàëîå çíà÷åíèå < δ. Èç ïðåäïîëîæåíèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ M(t) ìîæåò
èçìåíèòüñÿ òîëüêî äîáàâëåíèåì íåêîòîðîãî ðåáðà âìåñòî âåðøèíû, íî ýòî íå ìîæåò
ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ äûðû. Ñëåäîâàòåëüíî t0 = +∞ è äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] P.K. Agarwal, E. Flato, D. Halperin, “Polygon decomposition for efficient construction of
Minkowski sums”, Lecture Notes in Computer Science, 1897, Springer Verlag, 2000, 20–31.

[2] J.A. Bennell, K.A. Dowsland, W.B. Dowsland, “The irregular cutting-stock problem - a new
procedure for deriving the no-fit polygon”, Computers and Operations Research, 28:3 (2001),
271–287.

[3] E.K. Burkea, R.S.R. Helliera, G. Kendalla, G. Whitwell, “Complete and robust no-fit poly-
gon generation for the irregular stock cutting problem”, European Journal of Operational
Research, 179:1 (2007), 27–49.

[4] Ã.Å. Èâàíîâ, �Ìíîæåñòâà, ñëàáî âûïóêëûå ïî Âèàëþ è ïî Åôèìîâó�Ñòå÷êèíó�, Èçâ.
ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì., 69:6 (2005), 35�60.

[5] P. Pansu, ““Quasiconvex” domains in Rn”, Appendix A in “Metric structures for Riemannian
and non-Riemannian spaces” by M. Gromov, Birkhäuser, Boston-Basel-Berlin, 2001, 393–
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