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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò î âîçìîæíîñòè âïèñàòü ïðàâèëüíûé
êðîññïîëèòîï (ìíîãîìåðíûé îêòàýäð) â âûïóêëîå òåëî â Rd, ãäå d ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé
ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà. Òàêæå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ.

ÓÄÊ 514.17

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷è î âîçìîæíîñòè âïèñàòü (èëè îïèñàòü) ìíîãîãðàííèê èç íåêîòîðîãî çàäàí-
íîãî ñåìåéñòâà â ïðîèçâîëüíîå (ãëàäêîå) âûïóêëîå òåëî èìåþò äàâíþþ èñòîðèþ. Â
ðàáîòå [2] äîêàçûâàëîñü, ÷òî âî âñÿêóþ ïðîñòóþ ãëàäêóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ íà ïëîñ-
êîñòè ìîæíî âïèñàòü êâàäðàò (òåîðåìàØíèðåëüìàíà). Â ðàáîòå [1] äîêàçûâàëîñü, ÷òî
âîêðóã âñÿêîãî âûïóêëîãî òåëà â R3 ìîæíî îïèñàòü êóá. Â ðàáîòå [7] äîêàçûâàëîñü,
÷òî åñëè ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü H ⊂ Rd îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ñ íåíó-
ëåâîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé, òî â H ìîæíî âïèñàòü ñèìïëåêñ, ïîëîæèòåëüíî
ãîìîòåòè÷íûé íàïåð¼ä çàäàííîìó ñèìïëåêñó.
Îáñóæäåíèå âîïðîñîâ âïèñûâàíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ìíîãîãðàííèêîâ èìååòñÿ â

êíèãå [8]. Áîëåå ñîâðåìåííûå ññûëêè ïî âîïðîñàì âïèñûâàíèÿ/îïèñûâàíèÿ ìîæíî
íàéòè â ðàáîòàõ [14, 17]. Êðîìå òîãî, çàäà÷è î âïèñûâàíèè è îïèñûâàíèè ÷àñòî îêà-
çûâàþòñÿ ñâÿçàíû ñ çàäà÷åé Êíàñòåðà [3] î ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ ôóíêöèè íà ñôåðå.

Ãèïîòåçà 1 (Çàäà÷à Êíàñòåðà äëÿ ôóíêöèé). Ïóñòü Sd−1 � åäèíè÷íàÿ ñôåðà Rd.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû d òî÷åê x1, . . . , xd ∈ Sd−1 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : Sd−1 →
R. Òîãäà ñóùåñòâóåò âðàùåíèå ρ ∈ SO(d) òàêîå, ÷òî

f(ρ(x1)) = f(ρ(x2)) = · · · = f(ρ(xd)).

Â ðàáîòàõ [15, 16] íàéäåíû êîíòðïðèìåðû ê çàäà÷å Êíàñòåðà â äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ðàçìåðíîñòÿõ d, íî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èìåþòñÿ è ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ
çàäà÷è. Â ðàçäåëå 3 áóäåò èñïîëüçîâàíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êíàñòåðà
â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ ïðåïÿòñòâèÿ â âèäå êëàññà Ýéëåðà âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ.
Â êíèãå [13] ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à (Çàäà÷à 11.5) î âïèñûâàíèè ïðàâèëüíîãî îê-

òàýäðà â ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå òåëî â R3. Ýòà çàäà÷à, ïî ñóòè, áûëà ðåøåíà äëÿ

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ MK-1005.2008.1, ÀÂÖÏ ¾Ðàçâèòèå
íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû¿, ïðîåêò 2.1.1/500, ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ôîíäà
¾Äèíàñòèÿ¿.
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ðàçìåðíîñòè 3 è ãëàäêîãî òåëà â [14]. Â äàííîé ðàáîòå ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à
äëÿ íåêîòîðûõ ðàçìåðíîñòåé, áîëüøèõ òð¼õ.

Îïðåäåëåíèå 1. Îðòîãîíàëüíûì êðåñòîì â Rd íàçîâåì d âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó o � öåíòð êðåñòà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü (e1, . . . , ed) � íåêîòîðûé áàçèñ â Rd. Êðîññïîëèòîïîì â Rd

íàçîâåì âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê

e1,−e1, e2,−e2, . . . , ed,−ed

è âñå åå îáðàçû ïðè äâèæåíèÿõ. Åñëè áàçèñ îðòîãîíàëüíûé è äëèíû âñåõ âåêòîðîâ
áàçèñà ðàâíû, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðîññïîëèòîï ïðàâèëüíûé.

Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâ¼ì âûïóêëîå òåëî K ⊂ Rd íåóãëîâàòûì, åñëè íèêàêàÿ åãî
ãðàíè÷íàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îðòîãîíàëüíîãî êðåñòà C, äëÿ êîòîðîãî C ∩
int K = ∅.

Î÷åâèäíî, ãëàäêèå âûïóêëûå òåëà íå óãëîâàòû. Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K ⊂ Rd � íåóãëîâàòîå âûïóêëîå òåëî, à d � íå÷¼òíàÿ ñòåïåíü
ïðîñòîãî. Òîãäà íàéä¼òñÿ ïðàâèëüíûé êðîññïîëèòîï C ⊂ Rd, âñå âåðøèíû êîòîðîãî
ëåæàò íà ãðàíèöå K.

Òî æå äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò è äëÿ óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü H ⊂ Rd � îáðàç ãëàäêîãî âëîæåíèÿ Sd−1, d = pk � íå÷¼òíàÿ
ñòåïåíü ïðîñòîãî. Ïóñòü (e1, . . . , ed) � íåêîòîðûé (íå îáÿçàòåëüíî îðòîãîíàëüíûé)
áàçèñ Rd, êðîññïîëèòîï C � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ (±e1, . . . ,±ed).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà (Zp)

k äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà âåêòîðàõ áàçèñà (e1, . . . , ed)
è å¼ äåéñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ äî äåéñòâèÿ íà Rd îðòîãîíàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
Òîãäà íàéä¼òñÿ êðîññïîëèòîï C ′ ⊂ Rd, ïîäîáíûé C, âñå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò
íà H.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå î âïèñûâàíèè êðîññïîëèòîïà â öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå òåëî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êíàñòåðà [4] äëÿ ñèñòåìû òî÷åê, ñîñòîÿùåé èç êîíöîâ âåêòîðîâ íåêîòîðîãî
îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â Rd è ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì d.
Òåîðåìà 2 äëÿ ïðàâèëüíîãî êðîññïîëèòîïà â ëþáîé ðàçìåðíîñòè áûëà çàÿâëåíà

â [6], îäíàêî â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà áûëî óêàçàíî, ÷òî ïðîõîäÿò âñå ðàññóæäå-
íèÿ àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ. Äâóìåðíûé æå ñëó÷àé (òåîðåìà Øíèðåëüìàíà)
â ðàáîòå [6] òàêæå ïî ñóòè íå áûë äîêàçàí, îñíîâíàÿ ëåììà ýòîé ðàáîòû î íåïðå-
ðûâíîé çàâèñèìîñòè âïèñàííîãî êâàäðàòà îò ãëàäêîé êðèâîé ïðèíöèïèàëüíî íåâåðíà
è ê íåé ñóùåñòâóþò ïðîñòûå êîíòðïðèìåðû. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Øíèðåëü-
ìàíà [2] ïðèíöèïèàëüíî, ÷òî ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà âïèñàííûõ êâàäðàòîâ íå ìåíÿåòñÿ
ïðè äåôîðìàöèÿõ êðèâîé, îäíàêî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå âïèñàííûå êðîññïîëèòîïû
ñîñòàâëÿþò ìíîãîîáðàçèå ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè è ðàññóæäåíèå ñ ÷¼òíîñòüþ íå
ïðîõîäèò.
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Â ñëó÷àå d = 2 (òåîðåìàØíèðåëüìàíà) ïðèâåä¼ííàÿ çäåñü òåõíèêà íå ïðèìåíèìà. Â
ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü äåéñòâèå á�îëüøåé ãðóïïû ñèììåòðèé íà êâàäðàòå
(êàê ìèíèìóì Z4), ñì. îáçîð [19].

2. Ñâåäåíèå âïèñûâàíèÿ â ãëàäêîå âûïóêëîå òåëî ê òîïîëîãè÷åñêîìó
óòâåðæäåíèþ

Îáîçíà÷èì {1, 2, . . . , n} = [n].
Äîêàæåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 äëÿ ñòðîãî âûïóêëûõ íåóãëîâàòûõ K.

Òàêæå ýòî áóäåò äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà H � ãðàíèöà ãëàäêîãî
ñòðîãî âûïóêëîãî òåëà K.
Ïóñòü R � ïðîñòðàíñòâî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ðå-

ïåðîâ â Rd. À â ñëó÷àå òåîðåìû 2 ýòî áóäåò ïðîñòðàíñòâî ðåïåðîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ
èç èñõîäíîãî ñîáñòâåííûì îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ R åñòå-
ñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ SO(d). Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå òåîðåìû 2 äëèíû âåêòîðîâ
ðåïåðà ðàâíû, áóäåì ñ÷èòàòü èõ åäèíè÷íûìè.
Ïîñòðîèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g ïðîñòðàíñòâà K×R â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

V = R2d ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ òî÷êè p ∈ K è ðåïåðà (e1, . . . , ed) ∈ R ïîëîæèì äëÿ
ëþáîãî i ∈ [d]

ai = max{a : p + aei ∈ K}, bi = max{a : p− aei ∈ K},

òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ïîñòðîåíî. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ñòðîãî âûïóêëûõ K
îíî íåïðåðûâíî.
Çàìåíèì êîîðäèíàòû â V íà si = ai + bi, ti = ai − bi. ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî L ⊂ V , çàäàííîå ñîîòíîøåíèÿìè

t1 = · · · = td = 0, s1 = · · · = sd,

Â ôàêòîðå V/L îáîçíà÷èì d-ìåðíóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó {t1, . . . , td} çà U , d−1-ìåðíóþ
ëèíåéíóþ îáîëî÷êó {s1, . . . , sd} çà W . Çàìåòèì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå f : K × R → U ⊕ W îòîáðàæàåò íåêîòîðóþ ïàðó (p, r) ∈
int K ×R â íóëü.

3. Íàõîæäåíèå ïðåïÿòñòâèÿ

Äàëåå êîãîìîëîãèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè â Zp, îáîçíà÷åíèå êîýô-
ôèöèåíòîâ îïóñêàåòñÿ. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ ïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè ìîæíî
íàéòè â êíèãàõ [9, 10, 11].
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåóãëîâàòîãî K îòîáðàæåíèå f íå îòîáðàæàåò â íóëü íè îäíó

ïàðó (p, r) ∈ ∂K × R. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî åñëè d = pk, òî â ñëó÷àå òåîðåìû 1 ìîæíî
çàäàòü ñâîáîäíîå äåéñòâèå ãðóïïû G = (Zp)

k íà ðåïåðàõ R ïåðåñòàíîâêàìè âåêòîðîâ
è íà êîîðäèíàòàõ ti, si â U è V àíàëîãè÷íûìè ïåðåñòàíîâêàìè. Â ñëó÷àå òåîðåìû 2
òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå G íà R óæå çàäàíî ïî óñëîâèþ òåîðåìû.
Òîãäà îòîáðàæåíèå f ïðåâðàùàåòñÿ â ñå÷åíèå ýêâèâàðèàíòíîãî G-ðàññëîåíèÿ íàä

G-ïðîñòðàíñòâîì è ïåðâîå ïðåïÿòñòâèå ê ïðîäîëæåíèþ íåíóëåâîãî ñå÷åíèÿ f ñ ∂K×R
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íà K ×R ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì êëàññîì Ýéëåðà (ñì. [5, 18]) è ëåæèò â H2d−1
G (K ×

R, ∂K ×R).
Íàøå ñå÷åíèå f ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó ñå÷åíèé sU è sW ñîîòâåòñòâóþùèõG-ðàññëîåíèé.

Ïðè ýòîì ñå÷åíèå sU íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íàä ∂K × R è äà¼ò íåêîòîðûé îòíîñè-
òåëüíûé êëàññ Ýéëåðà e(sU) ∈ Hd

G(K × R, ∂K × R), ñå÷åíèå sW èìååò êëàññ Ýéëåðà
e(sW ) ∈ Hd−1

G (K × R) = Hd−1
G (R). Ïåðâîå ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ íåíóëåâîãî f ,

òàêèì îáðàçîì, ðàâíî e(f) = e(sU)e(sW ).
Ïî ôîðìóëå Êþííåòà àëãåáðà êîãîìîëîãèé H∗

G(K × R, ∂K × R) ðàâíà òåíçîðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ H∗(K, ∂K) ⊗ H∗

G(R), òî åñòü èìååò âèä u × H∗
G(R), ãäå u � d-ìåðíàÿ

îáðàçóþùàÿ H∗(K, ∂K).
Íàéä¼ì êëàññ e(sU). Çàìåòèì, ÷òî ïðè íåïðåðûâíûõ äåôîðìàöèÿõ K, îñòàâëÿþùèõ

åãî íåóãëîâàòûì, ýòîò êëàññ íå èçìåíèòñÿ. Òàêèìè äåôîðìàöèÿìè ìîæíî ïðåâðàòèòü
K â åäèíè÷íûé øàð B. Íî äëÿ B ìîæíî çàôèêñèðîâàòü r â ïàðå (p, r) ∈ B × R è
çàìåòèòü, ÷òî ñå÷åíèå sU èìååò îäèí íåâûðîæäåííûé íóëü â B×{r}. Ñëåäîâàòåëüíî,
îáðàç êëàññà e(sU) ïðè åñòåñòâåííîì îòîáðàæåíèè Hd

G(B × R, ∂B × R) → Hd(B, ∂B)
äà¼ò îáðàçóþùóþ Hd(B, ∂B), çíà÷èò e(sU) = u× 1 ∈ H∗

G(K ×R, ∂K ×R).
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî êëàññ Ýéëåðà e(sW ) ñîâïàäàåò ñ ïðåïÿòñòâèåì, êîòîðîå ïðèâî-

äèò ê ïîëîæèòåëüíîìó ðåøåíèþ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è Êíàñòåðà â [12]. Ïî îïðåäåëå-
íèþ W = R[G]/R êàê G-ïðåäñòàâëåíèå, è ýòî ïðåäñòàâëåíèå íå èìååò ñëàãàåìûõ ñ òðè-
âèàëüíûì äåéñòâèåì G, èç ÷åãî (ñì. [9], ãëàâà III �1) ñëåäóåò, ÷òî êëàññ Ýéëåðà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ â êîãîìîëîãèÿõ êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà e(W ) ∈ Hd−1

G (EG) =
Hd−1(BG) íå ðàâåí íóëþ. Îáîçíà÷èì åñòåñòâåííîå êëàññèôèöèðóþùååG-îòîáðàæåíèå
p : R → EG. Â ðàáîòå [12] ðàññìîòðåíî äåéñòâèå G íà SO(d), G-ãîìîòîïè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíîå ðàññìàòðèâàåìîìó çäåñü äåéñòâèþ G íà R è ([12], Ïðåäëîæåíèå 3 íà ñòð.
127) ïîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå êîãîìîëîãèé p∗ : Hm

G (EG) → Hm
G (SO(d)) = Hm

G (R)
èíúåêòèâíî äëÿ âñåõ m < 2(pk − pk−1), à çíà÷èò e(sW ) = p∗e(W ) 6= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, e(f) = u× e(sW ) 6= 0 ïî ôîðìóëå Êþííåòà.

4. Ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ íåñòðîãî âûïóêëûõ òåë

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî âûïóêëûõ ãëàäêèõ òåë Kn, ñõîäÿùóþñÿ â ìåò-
ðèêå Õàóñäîðôà ê K. Äëÿ êàæäîé èç íèõ íàøà òåîðåìà äà¼ò âïèñàííûé êðîññïîëèòîï
Cn. Ìíîæåñòâî êðîññïîëèòîïîâ, âåðøèíû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó êîìïàê-
òó, êîìïàêòíî, çíà÷èò ìîæíî ïåðåéòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñ÷èòàòü, ÷òî Cn

ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðîìó (âîçìîæíî, âûðîæäåííîìó) êðîññïîëèòîïó C.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C � âûðîæäåííûé êðîññïîëèòîï, òî åñòü îäíà òî÷êà. Èç ñî-

îáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàïðàâëÿþùèé êðåñò Cn ñòðåìèòñÿ ê
íåêîòîðîìó êðåñòó X, öåíòð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ C ∈ ∂K. Êðåñò X äîëæåí èìåòü
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ int K (èç íåóãëîâàòîñòè â òåîðåìå 1 èëè èç ãëàäêîñòè â òåîðå-
ìå 2) ïîëîæèòåëüíîé äëèíû ε. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ êðåñòà X, îáîçíà÷èì
å¼ l, ïåðåñåêàåò int K ïî îòêðûòîìó îòðåçêó σ äëèíû íå ìåíåå ε, êîòîðûé íå ñîäåðæèò
öåíòðà X.
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Ðàññìîòðèì íàïðàâëÿþùèå êðåñòû Xn êðîññïîëèòîïîâ Cn, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê X.
Èõ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå ln ïåðåñåêàþò int Kn ïî îòêðûòûì îòðåçêàì σn, êîòîðûå
ñòðåìÿòñÿ ê σ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n öåíòð σn íå áóäåò
ñîâïàäàòü ñ öåíòðîìXn, çíà÷èòXn íå ìîæåò áûòü íàïðàâëÿþùèì êðåñòîì âïèñàííîãî
êðîññïîëèòîïà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî C íå âûðîæäåí.
Èçáàâèòüñÿ îò óñëîâèÿ íåóãëîâàòîñòè â òåîðåìå 1 àâòîðó ïîêà íå óäàëîñü, òàê êàê

â óãëîâàòîì ñëó÷àå âîçìîæíî âûðîæäåíèå ïðè ðàññìîòðåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû-
ïóêëûõ òåë.

5. Âïèñûâàíèå â íåâûïóêëóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 2 äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè H (ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ãëàäêî âëîæåííîé ñôåðîé). Îïèøåì ïðîñòðàíñòâî âñåâîçìîæíûõ êðîññïîëè-
òîïîâ, ïîäîáíûõ C. Ïîâåðõíîñòü H ìîæåò áûòü ãëàäêî äåôîðìèðîâàíà â íåêîòîðûé
ýëëèïñîèä ñ ðàçíûìè ïîëóîñÿìè, ïóñòü ïðè ýòîé äåôîðìàöèè å¼ îáðàç Ht îñòà¼òñÿ âíó-
òðè íåêîòîðîãî øàðà B. Ìíîæåñòâî êðîññïîëèòîïîâ, ïîäîáíûõ C è èìåþùèõ öåíòð â
B, ïàðàìåòðèçóåòñÿ B×I×SO(d), ãäå B ïàðàìåòðèçóåò öåíòðû, SO(d) ïàðàìåòðèçóåò
âðàùåíèÿ, I = [a, b] ïàðàìåòðèçóåò ãîìîòåòèè.
Åñëè âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëîå a è äîñòàòî÷íî áîëüøîå b, òî êðîññïîëèòîïû ðàç-

ìåðîâ a è b íå áóäóò âïèñàíû â Ht íè ïðè êàêîì t. Ïîëîæèì L = ∂B×I×SO(d)
⋃

B×
∂I×SO(d). Ïóñòü G = (Zp)

k äåéñòâóåò íà SO(d), êàê óêàçàíî âûøå. Òîãäà ïî ôîðìóëå
Êþííåòà H∗

G(B × I × SO(d), L) = u× v×H∗
G(SO(d)), ãäå u � îáðàçóþùàÿ Hd(B, ∂B),

v � îáðàçóþùàÿ H1(I, ∂I).
Êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü Ht ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ íóëåé

íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè ft, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé îò t
(òàê êàê ãîìîòîïèÿ Ht ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî èçîòîïèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà Rd).
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå gt : B× I×SO(d) → R2d, êîòîðîå îòîáðàæàåò íàáîð (x, λ, ρ)
â íàáîð

(ft(x + λρ(e1)), ft(x + λρ(−e1)), . . . , ft(x + λρ(ed)), ft(x + λρ(−ed))) .

Îòîáðàæåíèå gt êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì G íà B × I × SO(d) è äåéñòâèåì G íà R2d

ïåðåñòàíîâêàìè êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü êëàññ Ýéëåðà
e(gt) ∈ H2d

G (B × I × SO(d), L). Ïðè äåôîðìàöèè ýòîò êëàññ íå ìåíÿåòñÿ, çíà÷èò äî-
ñòàòî÷íî âû÷èñëèòü åãî â ñëó÷àå, êîãäà Ht � ýëëèïñîèä. Äåéñòâóÿ, êàê â ðàçäåëå 3,
íàõîäèì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå e(gt) = u×v×e(W ) 6= 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé
îòîáðàæåíèÿ gt íåïóñòî è â êàæäóþ Ht âïèñûâàåòñÿ êðîññïîëèòîï, è äàæå (àíàëîãè÷-

íî ðåçóëüòàòàì [12]) ñåìåéñòâî êðîññïîëèòîïîâ ðàçìåðíîñòè íå ìåíåå
(d− 1)(d− 2)

2
.

6. Çàêëþ÷åíèå

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À.Þ. Âîëîâèêîâó çà ñîäåðæàòåëüíîå îáñóæäåíèå
ðåçóëüòàòîâ.
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