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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1 Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâà-
íèÿ â ãåîìåòðèè âûïóêëûõ è êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ â êîíå÷íîìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn.

Òèïè÷íûì (è îäíèì èõ ïåðâûõ) ðåçóëüòàòîì â ýòîì íàïðàâëåíèè
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå [12].

Òåîðåìà 1.1 (Òåîðåìà Áðàóýðà). Ïóñòü K ⊆ Rd � âûïóêëûé êîì-
ïàêò. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : K → K
íàéä¼òñÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, òî åñòü òî÷êà x ∈ K, äëÿ êîòîðîé
x = f(x).

Ïåðâûå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áðàóýðà áûëè îñíîâàíû íà ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ èäåÿõ, èëè, ÷óòü ïîçæå, íà èñïîëüçîâàíèè êîìáèíà-
òîðíîé ëåììû Øïåðíåðà [53] (ñì. ãëàâó 5). Âïîñëåäñòâèè äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû Áðàóýðà áûëè ïåðåôîðìóëèðîâàíû â ðàìêàõ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé, êîòîðûå ïî ñóòè ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëü-
íûìè êëàññàìè Ýéëåðà (ñì. ãëàâó 2 è òåîðåìû 3.1 è 3.2). Îñîçíàíèå
íàëè÷èÿ ãîìîëîãè÷åñêîãî ïðåïÿòñòâèÿ ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ïðàê-
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òè÷åñêè ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè,
ñì. [16, 36].

Áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ãîìîòîïè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, êîòîðûé
îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè, ñôîðìóëèðîâàííîì çäåñü
â ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 1.2 (Î ãîìîòîïè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè). Ïóñòü ðàññëîåíèå
V → X èìååò íåíóëåâîé êëàññ Ýéëåðà. Ïóñòü òàêæå ãîìîòîïèÿ st
ñâÿçûâàåò äâà ñå÷åíèÿ ýòîãî ðàññëîåíèÿ s0 è s1. Òîãäà â ïðîñòðàí-
ñòâå ãîìîòîïèè X×[0, 1] íåêîòîðàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà íóëåé
st ïåðåñåêàåòñÿ è ñ X × {0}, è ñ X × {1}.

Â ñëó÷àå, åñëè X ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè n, ñëîè V
òàêæå èìåþò ðàçìåðíîñòü n, è ãîìîòîïèÿ st íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëî-
æåíèè, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðîñòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî íåêîòîðûé
íóëü s0 ñâÿçàí ãëàäêîé êðèâîé ñ íåêîòîðûì íóë¼ì s1 â ïðîñòðàí-
ñòâå X × [0, 1]. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå
âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ íàõîæäåíèÿ íåêîòîðûõ íóëåé ïðî-
èçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ s1, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ñå÷åíèÿ
s0 âñå íóëè èçâåñòíû.

Õîòÿ ðàññìîòðåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ àñïåêòîâ çàäà÷ íå ÿâëÿåò-
ñÿ öåëüþ äàííîé ðàáîòû, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ êëàññà Ýéëåðà íåêîòîðî-
ãî ðàññëîåíèÿ òàêæå äà¼ò íåêîòîðûé ñïîñîá ýôôåêòèâíîé âû÷èñëè-
òåëüíîé ðåàëèçàöèè òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ.

Åù¼ îäèí òèï òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ â ãåîìåòðèè äà¼ò òåîðåìà
Õåëëè [27] è ðàçíîîáðàçíûå å¼ ñëåäñòâèÿ è îáîáùåíèÿ.

Òåîðåìà 1.3 (Òåîðåìà Õåëëè). Ïóñòü F � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âû-
ïóêëûõ ìíîæåñòâ â Rd. Òîãäà ñåìåéñòâî F èìååò îáùóþ òî÷-
êó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêîå ïîäñåìåéñòâî G ⊆ F ñ
|G| ≤ d+ 1 èìååò îáùóþ òî÷êó.
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Ñàìà ïî ñåáå òåîðåìà Õåëëè, â ÷àñòíîñòè, äîïóñêàåò òîïîëîãè÷å-
ñêîå äîêàçàòåëüñòâî (ñì. [79]) ïóò¼ì ðàññìîòðåíèÿ íåðâà ïîêðûòèÿ⋃
F ñåìåéñòâîì F êàê ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà è ðàññìîòðåíèÿ

ãîìîëîãèé ýòîãî êîìïëåêñà. Òàêæå ñóùåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû Õåëëè ÷åðåç òåîðåìó Áðàóýðà.

Â ëèòåðàòóðå ¾òåîðåìîé òèïà Õåëëè¿ íàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå î
ñåìåéñòâå ìíîæåñòâ, â êîòîðîì íåêîòîðîå ñâîéñòâî ñåìåéñòâà âûâî-
äèòñÿ èç âûïîëíåíèÿ òîãî æå èëè àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà äëÿ âñåõ
ïîäñåìåéñòâ ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷àþòñÿ òà-
êîå ñâîéñòâî, êàê íàëè÷èå ïëîñêîé òðàíñâåðñàëè, òî åñòü ïëîñêîñòè
çàäàííîé ðàçìåðíîñòè, ïåðåñåêàþùåé âñå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà. Äëÿ
ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëåé ïðîñòûõ îáîáùåíèé òåîðåìû Õåëëè íå ñóùå-
ñòâóåò (äàæå â ñëó÷àå òðàíñâåðñàëåé � ïðÿìûõ), îäíàêî ðàçíîîáðàç-
íûå óòâåðæäåíèÿ òèïà òåîðåìû Õåëëè âñ¼ æå âîçìîæíû. Íåêîòîðûå
èç íèõ ðàññìàòðèâàþòñÿ è â ýòîé ðàáîòå.

Âåðí¼ìñÿ ñîáñòâåííî ê òåîðåìå Õåëëè. Îäíèì èç ñïîñîáîâ äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû Õåëëè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ðàäîíà [50],
áîëåå îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà êîòîðîé äîêàçàíà Òâåðáåðãîì [58].

Òåîðåìà 1.4 (Òåîðåìà Òâåðáåðãà). Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X ∈
Rd ñîñòîèò èç (d+1)(n−1)+1 òî÷åê. Òîãäà X ìîæíî ðàçáèòü íà n
ìíîæåñòâ X1, . . . , Xn, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ èìåþò îáùóþ
òî÷êó.

Ïîçäíåå â ðàáîòàõ B�ar�any, Shlosman, Sz�ucs, �Zivaljevi�c, Vre�cica, Âî-
ëîâèêîâà áûëè ïîëó÷åíû òîïîëîãè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
Òâåðáåðãà è å¼ öâåòíîãî îáîáùåíèÿ [3, 66, 67, 74] äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà ðå÷ü èä¼ò î ðàçáèåíèè íà n ÷àñòåé è ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
ïðîñòîãî. Ôàêòè÷åñêè, äîêàçàòåëüñòâà îñíîâûâàëèñü íà íåðàâåíñòâå
íóëþ ýêâèâàðèàíòíîãî êëàññà Ýéëåðà íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ.

Ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêè öâåòíûõ îáîáùåíèé òåîðåìû Òâåðáåðãà.
Â ðàáîòå [5] äîêàçàíà öâåòíàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà íà ïëîñêîñòè.
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Òåîðåìà 1.5 (Äâóìåðíàÿ öâåòíàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà). Ïóñòü íà
ïëîñêîñòè äàíî ìíîæåñòâî èç 3n òî÷åê. Ïóñòü ýòè òî÷êè ðàñ-
êðàøåíû â òðè öâåòà òàê, ÷òî òî÷åê êàæäîãî öâåòà ðîâíî n. Òî-
ãäà ýòè òî÷êè ìîæíî ðàçáèòü íà n ðàçíîöâåòíûõ òðîåê òàê, ÷òî
òðåóãîëüíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì, èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Îáîáùèòü ýòîò ðåçóëüòàò íà (d+ 1)n òî÷åê â Rd ïîêà íå óäàëîñü,
îäíàêî â ðàáîòå [67] ñ ïîìîùüþ òîïîëîãè÷åñêîé òåõíèêè äîêàçàíî
óòâåðæäåíèå, â êîòîðîì òî÷êè áåðóòñÿ ñ íåêîòîðûì çàïàñîì.

Òåîðåìà 1.6 (Öâåòíàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà). Ïóñòü â Rd äàíî ìíî-
æåñòâî èç (d + 1)t òî÷åê, ãäå t ≥ 2r − 1, r = pk, p � ïðîñòîå
÷èñëî. Ïóñòü ýòè òî÷êè ðàçáèòû íà d+ 1 ìíîæåñòâî (öâåò) ïî t
ýëåìåíòîâ.

Òîãäà èç äàííûõ òî÷åê ìîæíî âûáðàòü r íåïåðåñåêàþùèõñÿ íà-
áîðîâ X1, . . . , Xr ñ âûïîëíåíèåì ñëåäóþùèõ óñëîâèé. Äëÿ ëþáîãî
i = 1, . . . , r |Xi| = d + 1 è â Xi ïðèñóòñòâóþò âñå öâåòà. Êðî-
ìå òîãî

r⋂
i=1

convXi 6= ∅.

Ïðèâåä¼ì òàêæå îäíó èç ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâîê òåîðåìû
Áîðñóêà-Óëàìà [85, 11], êîòîðàÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðåìàìè Õåëëè è
Áðàóýðà.

Òåîðåìà 1.7 (Òåîðåìà Áîðñóêà-Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà). Åñëè
ñôåðà Sn ïîêðûòà n + 1-ì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì X1, . . . , Xn+1,
òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç Xi ñîäåðæèò ïàðó äèàìåòðàëüíî ïðî-
òèâîïîëîæíûõ òî÷åê íà ñôåðå.

Â ãëàâàõ 5 è 6 áóäóò ðàññìîòðåíû ðàçíîãî ðîäà îáîáùåíèÿ è ñëåä-
ñòâèÿ èç îáîáùåíèé ýòîé òåîðåìû, â êîòîðûõ âìåñòî ïîêðûòèÿ ñôå-
ðû ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïîêðûòèÿ êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ
íàä ãðàññìàíèàíîì.
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Îòìåòèì òàêæå ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Áîðñóêà-
Óëàìà [11], â êîòîðîé âìåñòî ïîêðûòèé ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1.8 (Òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà). Åñëè íà ñôåðå Sn äàíû n
íå÷¼òíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f1, . . . , fn, òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷-
êè x ∈ Sn

f1(x) = f2(x) = · · · = fn(x) = 0.

Áëèçêèì ê òåîðåìå Áîðñóêà-Óëàìà óòâåðæäåíèåì ÿâëÿåòñÿ òåîðå-
ìà Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà î êàòåãîðèè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Íèæå ïðèâåäåíà îäíà èç âîçìîæíûõ ôîðìóëèðîâîê.

Òåîðåìà 1.9 (Òåîðåìà Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà). Åñëè ñôåðà Sn

ïîêðûòà n çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè X1, . . . , Xn, èíâàðèàíòíû-
ìè îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ x 7→ −x, òî äëÿ íåêîòîðîãî i îäíà
èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè Xi ñîäåðæèò ïàðó äèàìåòðàëüíî ïðîòè-
âîïîëîæíûõ òî÷åê íà ñôåðå.

Îäíèì èç ñëåäñòâèé òåîðåìû Õåëëè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Íåéìàíà-
Ðàäî [46, 49] î öåíòðàëüíîé òî÷êå ìåðû.

Òåîðåìà 1.10 (Òåîðåìà î öåíòðàëüíîé òî÷êå). Äëÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà Rd íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà x ∈
Rd, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà H 3 x µ(H) ≥ 1

d+ 1
.

Îòìåòèì òàêæå äðóãîé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò î äåëåíèè ìåð (ñì.
ðàáîòû Stone, Tukey, Steinhaus [55, 54]), ÿâëÿþùèéñÿ ñëåäñòâèåì òåî-
ðåìû Áîðñóêà-Óëàìà.

Òåîðåìà 1.11 (Òåîðåìà ¾î áóòåðáðîäå¿). Ïóñòü íà Rd çàäàíû d
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ1, . . . , µd. Òîãäà íàé-
ä¼òñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâî H ⊂ Rd òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , d

µi(H) = 1/2.
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Â ðàáîòàõ Äîëüíèêîâà, �Zivaljevi�c, Vre�cica [65, 81, 82] òåîðåìà î
öåíòðàëüíîé òî÷êå áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ìåð. Ïðè-
÷¼ì äàííîå îáîáùåíèå â ñëó÷àå m = d− 1 äà¼ò òåîðåìó ¾î áóòåðáðî-
äå¿.

Òåîðåìà 1.12 (Òåîðåìà î öåíòðàëüíîé òðàíñâåðñàëè). Ïóñòü íà Rd

çàäàíûm+1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ0, . . . , µm.
Òîãäà íàéä¼òñÿ m-ïëîñêîñòü L ∈ Rd òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà H ⊇ L è âñÿêîãî i = 0, . . . ,m+ 1

µi(H) ≥ 1

d−m+ 1
.

Òåîðåìû Òâåðáåðãà è ãèïîòåçó Òâåðáåðãà î òðàíñâåðñàëÿõ (ôîð-
ìóëèðîâêà � â ãëàâå 4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûå äèñ-
êðåòíûå îáîáùåíèÿ òåîðåì î öåíòðàëüíîé òî÷êå è öåíòðàëüíîé òðàíñ-
âåðñàëè ñîîòâåòñòâåííî.

Ê òåîðåìå î öåíòðàëüíîé òðàíñâåðñàëè áëèçêî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå èç [81, 82]:

Òåîðåìà 1.13 (Òåîðåìà Äîëüíèêîâà î òðàíñâåðñàëè). Ïóñòü 0 ≤
k ≤ d − 1 è â Rd äàíû k + 1 ñåìåéñòâî Fi (i = 0, . . . , k) âûïóêëûõ
êîìïàêòîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîì ñåìåéñòâå ëþáûå d+1−k
ìíîæåñòâ èìåþò îáùóþ òî÷êó. Òîãäà ñóùåñòâóåò k-ïëîñêîñòü,
ïåðåñåêàþùàÿ âñå ìíîæåñòâà èç

⋃k
i=0Fi.

Èç ýòîé òåîðåìû ïðè k = 0 ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íàÿ òåîðåìà Õåëëè.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç [30, 35] òàêæå èìååò äåëî ñ ïëîñêèìè òðàíñ-
âåðñàëÿìè.

Òåîðåìà 1.14 (Òåîðåìà Õîðíà-Êëè). Äëÿ íàòóðàëüíûõ 1 ≤ k ≤ d
è ñåìåéñòâà F âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â Rd, ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) Êàæäûå k ìíîæåñòâ èç F èìåþò îáùóþ òî÷êó;
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2) Êàæäàÿ ïëîñêîñòü êîðàçìåðíîñòè k − 1 â Rd èìååò òðàíñ-
ëÿò, ïåðåñåêàþùèé âñå ìíîæåñòâà F ;

3) Êàæäàÿ ïëîñêîñòü êîðàçìåðíîñòè k â Rd ïðèíàäëåæèò ïëîñ-
êîñòè êîðàçìåðíîñòè k − 1, ïåðåñåêàþùèé âñå ìíîæåñòâà F .

Â ãëàâå 6 áóäóò ïðèâåäåíû íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû ïî ïëîñ-
êèì òðàíñâåðñàëÿì, áëèçêèå ê òåîðåìàì Áîðñóêà-Óëàìà, òåîðåìå Õåë-
ëè è äâóì âûøåïðèâåä¼ííûì òåîðåìàì.

Òàêæå òèïè÷íûìè òåîðåìàìè ñóùåñòâîâàíèÿ â ãåîìåòðèè ÿâëÿ-
þòñÿ ðåçóëüòàòû î âïèñûâàíèè è îïèñûâàíèè ôèãóð èç äàííîãî êëàñ-
ñà â/âîêðóã âûïóêëîãî òåëà â Rd.

Îäíà èç ïåðâûõ òåîðåì î âïèñûâàíèè èç [102].

Òåîðåìà 1.15 (ÒåîðåìàØíèðåëüìàíà). Äëÿ âñÿêîé ãëàäêîé çàìêíó-
òîé êðèâîé C ⊂ R2 íàéä¼òñÿ êâàäðàò, âñå âåðøèíû êîòîðîãî ëå-
æàò íà êðèâîé C.

Äðóãàÿ òèïè÷íàÿ òåîðåìà îá îïèñûâàíèè èìååò âèä [34].

Òåîðåìà 1.16 (Òåîðåìà Êàêóòàíè). Âîêðóã âñÿêîãî âûïóêëîãî òåëà
K ⊂ R3 ìîæíî îïèñàòü êóá.

Êîíå÷íî, ýòè òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè ïðîìåðàìè. Ìíî-
æåñòâî ðàçíûõ óòâåðæäåíèé î âïèñûâàíèè è îïèñûâàíèè ìîæíî íàé-
òè â ðàáîòàõ [77, 88, 89, 90, 91]. Íàïðèìåð, â äèññåðòàöèè Ìàêååâà [89]
äîêàçàí ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Øíèðåëüìàíà.

Òåîðåìà 1.17 (Òåîðåìà Ìàêååâà). Âî âñÿêîå ãëàäêîå âûïóêëîå òåëî
K ⊂ R3 ìîæíî âïèñàòü îêòàýäð.

Ïðåäìåòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, îáîáùåíèå ýòîé
òåîðåìû íà á�îëüøèå ðàçìåðíîñòè.

Áëèçêèìè ê çàäà÷å âïèñûâàíèÿ ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ ñåðèÿ
çàäà÷ î áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèÿõ â âûïóêëûõ òåëàõ. Òèïè÷íûé ðå-
çóëüòàò òàêîãî ðîäà äà¼ò òåîðåìà (φ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà).
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Òåîðåìà 1.18 (Òåîðåìà Áèðêãîôà). Äëÿ âñÿêîãî ãëàäêîãî âûïóêëîãî
êîìïàêòà K ⊂ R2 íàéä¼òñÿ íå ìåíåå φ(n) ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ
áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèé â K ñ n óäàðåíèÿìè î êðàé.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî ìíîãîìåðíîìó îáîáùåíèþ äàííîé òåî-
ðåìû áûëè äîêàçàíû â ðàáîòàõ Áàáåíêî, Ôàðáåðà è Òàáà÷íèêîâà
[70, 20, 21]. Â ýòîé ðàáîòå áóäåò äîêàçàíî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
â ñëó÷àå ïðîñòîé äëèíû (êîëè÷åñòâà çâåíüåâ) òðàåêòîðèè è ïðîèç-
âîëüíîé ðàçìåðíîñòè d ≥ 3.

1.2 Îïèñàíèå ñòðóêòóðû ðàáîòû

Â ãëàâå 2 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç òîïîëîãèè, êîòîðûå áóäóò
ïðèìåíÿòü â äàëüíåéøåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëåäñòâèé.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà êëàññà Ýéëåðà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ, â
òîì ÷èñëå â îòíîñèòåëüíîì è ýêâèâàðèàíòíîì ñëó÷àå.

Äåòàëüíî èçó÷àþòñÿ ïðîñòðàíñòâà ñ äåéñòâèåì ãðóïïû (Zp)
k è èõ

ãîìîòîïè÷åñêèå èíâàðèàíòû. Ïðèâîäÿòñÿ ôàêòû èç òåîðèè Ëþñòåðíèêà-
Øíèðåëüìàíà, â ÷àñòíîñòè, â ïðèëîæåíèè ê ïðîñòðàíñòâàì ñ äåé-
ñòâèåì êîíå÷íîé ãðóïïû.

Òàêæå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå íîâûå òåîðåìû î ïîêðûòèÿõ äëÿ
ïðîñòðàíñòâ ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Z2, êîòîðûå îáîáùàþò òåîðåìó Áîðñóêà-
Óëàìà äëÿ ïîêðûòèé.

Â ãëàâå 3 ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè òåîðåìû Áðàó-
ýðà äëÿ ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-
íîãî ðàññëîåíèÿ. Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ âåùåñòâåííûå ãðàññìàíè-
àíû è êàíîíè÷åñêèå ðàññëîåíèÿ íàä íèìè, äîêàçûâàþòñÿ íóæíûå
äàëåå ñâîéñòâà êëàññà Ýéëåðà ãðàññìàíèàíà, ïðèâîäÿòñÿ óòâåðæäå-
íèÿ î êîãîìîëîãè÷åñêîì èíäåêñå íåêîòîðûõ Z2-äåéñòâèé, ñâÿçàííûõ
ñ ãðàññìàíèàíàìè.

Â ãëàâå 4 ôîðìóëèðóþòñÿ ðàçíûå îáîáùåíèÿ è àíàëîãè òåîðåìû
Òâåðáåðãà, òåîðåìû î öåíòðàëüíîé òî÷êå è òåîðåìû î öåíòðàëüíîé
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òðàíñâåðñàëè. Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè
âû÷èñëåíèÿ ïðåïÿòñòâèÿ â âèäå êëàññà Ýéëåðà.

Îáîáùåíèÿ òåîðåì î öåíòðàëüíîé òî÷êå çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî
âìåñòî ìåð íà ìíîæåñòâå òî÷åê Rd ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåðû íà ìíî-
æåñòâàõ k-ïëîñêîñòåé â Rd, ôîðìóëèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

Òåîðåìà Òâåðáåðãà îáîáùàåòñÿ êàê â ñìûñëå ïåðåõîäà ê ãèïåð-
ïëîñêîñòÿì îò òî÷åê, òàê è â ñìûñëå ðàññìîòðåíèÿ íåñêîëüêèõ êîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàçáèâàåòñÿ è ó ïîëó÷åííûõ ìíî-
æåñòâ ðàçáèåíèÿ âûïóêëûå îáîëî÷êè ïåðåñåêàþòñÿ îäíîé k-ïëîñêîñòüþ
(ãèïîòåçà Òâåðáåðãà î òðàíñâåðñàëÿõ).

Â ãëàâå 5 äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû Êíàñòåðà-
Êóðàòîâñêîãî-Ìàçóðêåâè÷à (ñîêðàù¼ííî � ÊÊÌ), èñïîëüçóÿ òåõíè-
êó òèïà òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà, áëèçêóþ ê ðåçóëüòàòàì ðàçäåëà 2.8.
Ýòè òåîðåìû ìîæíî ñ÷èòàòü öâåòíûìè âàðèàíòàìè òåîðåìû ÊÊÌ,
àíàëîãè÷íî öâåòíûì àíàëîãàì òåîðåì Êàðàòåîäîðè, Õåëëè, Òâåðáåð-
ãà â ðàáîòàõ B�ar�any è Larman [4, 5].

Ôîðìóëèðóåòñÿ íåêîòîðîå ¾öâåòíîå¿ îáîáùåíèå òåîðåìû Áðàóýðà
î íåïîäâèæíîé òî÷êå è èç íåãî âûâîäèòñÿ öâåòíàÿ òåîðåìà Õåëëè.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ¾öâåòíûå¿ îáîáùåíèÿ ëåììû Øïåðíå-
ðà.

Â ãëàâå 6 äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-Óëàìà î ïîêðûòè-
ÿõ ïðîñòðàíñòâ êàíîíè÷åñêèõ ðàññëîåíèé íàä âåùåñòâåííûìè ãðàñ-
ñìàíèàíàìè. Èç íèõ âûâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû î ðàçáèåíèè ìåð ãèïåð-
ïëîñêîñòÿìè, òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-Óëàìà, äàþùèå ïëîñêèå òðàíñ-
âåðñàëè ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ, ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàë¼ííûå (ðàâíîóêëî-
íÿþùèåñÿ) îò âñåõ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà.

Òàêæå ñ ïîìîùüþ ëåìì î êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà
ãðàññìàíèàíà äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå òåîðåìû òèïà Õåëëè äëÿ ïëîñ-
êèõ òðàíñâåðñàëåé.

Â ãëàâå 7 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î áèëüÿðäå â âûïóêëîì òåëå
è äà¼òñÿ íîâàÿ (íåóëó÷øàåìàÿ) îöåíêà íà êàòåãîðèþ Ëþñòåðíèêà-
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Øíèðåëüìàíà êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà. Èç ýòîé îöåíêè âû-
âîäèòñÿ îöåíêà ñíèçó íà êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèé ïðîñòîé
äëèíû.

Â ãëàâå 8 äîêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò î âïèñûâàíèè ìíîãîìåðíîãî
àíàëîãà îêòàýäðà (êðîññïîëèòîïà) â ãëàäêîå âûïóêëîå òåëî, ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ âîçìîæíûå îñëàáëåíèÿ óñëîâèÿ ãëàäêîñòè è âïèñûâàíèå â
íåâûïóêëóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Ñ ïîìîùüþ íåáîëüøîé ìîäèôèêà-
öèè ðàññóæäåíèé äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå î ðàçáèåíèè ìåðû êî-
íóñàìè.

Òàêæå ðàññìîòðåíû áëèçêèå ïî äóõó ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâà-
íèè â êàæäîì ìíîãîîáðàçèè ñ íåïðåðûâíîé ìåòðèêîé êîíå÷íîãî íà-
áîðà òî÷åê, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè îïðå-
äåë¼ííîãî âèäà. Äîêàçûâàþòñÿ è áîëåå îáùèå âåðñèè óòâåðæäåíèÿ, â
êîòîðûõ âìåñòî ìåòðèêè èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè íåñêîëüêèõ òî÷åê.

Â ãëàâå 9 ââîäèòñÿ íåêîòîðîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-
Øíèðåëüìàíà è äëÿ íåãî äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå î êàòåãîðèè
ïðîîáðàçà òî÷êè ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè. Âûâîäÿòñÿ ñëåä-
ñòâèÿ òèïà òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ ôóíêöèé íà ñôåðå.

Àâòîð õîòåë áû âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòè:

• Â.Ë. Äîëüíèêîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ýòîé ðàáîòå, ìíî-
ãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ è öåííûå çàìå÷àíèÿ ïî
ïîäãîòîâêå òåêñòà.

• À.Þ. Âîëîâèêîâó çà îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ è óêàçàíèå íà ìíî-
ãèå íåîáõîäèìûå ññûëêè.



Ãëàâà 2

Âñïîìîãàòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ èç
òîïîëîãèè

Â ýòîé ãëàâå äà¼òñÿ îïèñàíèå òîïîëîãè÷åñêîé òåõíèêè, êîòîðàÿ áóäåò
â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëåä-
ñòâèé. Ýòè ðåçóëüòàòû ñîáðàíû â äàííîé ãëàâå, ïîòîìó ÷òî íå âñå
îíè âõîäÿò â îáùåïðèíÿòûå ó÷åáíèêè, ìíîãèå ñîîáðàæåíèÿ ðàññðå-
äîòî÷åíû ïî ïóáëèêàöèÿì â ïåðèîäè÷åñêèõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ. Îñ-
íîâíûå èäåè è ìåòîäû ãîìîòîïè÷åñêîé òîïîëîãèè õîðîøî îïèñàíû â
ó÷åáíèêå [100].

Òåì íå ìåíåå, íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç ýòîé ãëàâû ðàíåå íå âñòðå-
÷àëèñü â ëèòåðàòóðå, òàêèå ñëó÷àè áóäóò îòìå÷àòüñÿ îòäåëüíî è íà-
çûâàòüñÿ ¾òåîðåìàìè¿ â îòëè÷èå îò ¾ëåìì¿.

11
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2.1 Êëàññ Ýéëåðà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ

è ïðàêòè÷åñêèå ìåòîäû åãî âû÷èñëå-

íèÿ

Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññàõ âåêòîðíûõ ðàñ-
ñëîåíèé ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [92, 93]. Çäåñü áóäóò îòìå÷åíû òîëüêî
óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Ïóñòü πV : V → X � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä òî-
ïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì X. Åñëè áàçà ðàññëîåíèÿ X ÿâëÿåòñÿ
ïàðàêîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå äîïóñêà-
åò íåêîòîðóþ åâêëèäîâó ìåòðèêó, íåïðåðûâíî çàâèñÿùóþ îò ñëîÿ.
Äàëåå áóäåì âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî òàêàÿ ìåòðèêà çàäàíà, â áîëüøèí-
ñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñðàçó åñòü íåêîòîðàÿ åñòåñòâåííî çàäàííàÿ
ìåòðèêà íà ðàññëîåíèè.

Ìåòðèêà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâà B(V ) è S(V ) åäè-
íè÷íûõ øàðîâ è åäèíè÷íûõ ñôåð ðàññëîåíèÿ V .B(V ) ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâó V , à çíà÷èò è X.

Äàëåå çàôèêñèðóåì êîëüöî êîýôôèöèåíòîâ êîãîìîëîãèé A. Åñëè
ðàññëîåíèå V îðèåíòèðóåìî, òî A = Z, èíà÷å A = Z2. Äàëåå èñïîëü-
çóåì îáîçíà÷åíèå Zn äëÿ ãðóïïû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n. Êàê èçâåñòíî, âñå êëàññû êîãîìîëîãèé ïàðû (B(V ), S(V ))
èìåþò âèä ux, ãäå u ∈ Hn(B(V ), S(V ), A) � ôèêñèðîâàííûé êëàññ
Òîìà, à x ∈ Hn(B(V ), A) = Hn(X,A) � ïðîèçâîëüíûé êëàññ. Â
÷àñòíîñòè, ñ òî÷êè çðåíèÿ àääèòèâíîé ñòðóêòóðû êîãîìîëîãèè ïàðû
(B(V ), S(V )) èçîìîðôíû êîãîìîëîãèÿì X ñî ñäâèãîì ãðàäóèðîâêè
íà n, ýòî íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì Òîìà.

Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû (B(V ), S(V ))
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äà¼ò íàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .
∂←− Hk(S(V ), A)← Hk(X,A)← Hk(B(V ), S(V ), A)

∂←−
∂←− Hk−1(S(V ), A)← . . . , (2.1)

îáðàç êëàññà Òîìà u â Hn(X,A) íàçûâàåòñÿ êëàññîì Ýéëåðà ðàññëî-
åíèÿ V è îáîçíà÷àåòñÿ e(V ).

Â äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèÿõ äëÿ íàñ áóäåò ïðèíöèïèàëüíî âàæíî
ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè êëàññà Ýéëåðà:

Ëåììà 2.1. Åñëè πV : V → X è πW : W → Y � âåêòîðíûå ðàññëî-
åíèÿ, òî πV × πW : V ×W → X × Y � òîæå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
è

e(V ×W ) = e(V )× e(W ).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè áåð¼òñÿ ïðÿìàÿ ñóììà âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
íàä îäíèì è òåì æå ïðîñòðàíñòâîì V → X è W → X, òî

e(V ⊕W ) = e(V )e(W ).

Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî êëàññ Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðåïÿòñòâè-
åì ê ïîñòðîåíèþ ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ ñôåð S(V ) → X, èëè, èíà÷å
ãîâîðÿ, ê ïîñòðîåíèþ íåíóëåâîãî ñå÷åíèÿ s : X → V ðàññëîåíèÿ
V → X.

×òî êàñàåòñÿ ïðàêòè÷åñêèõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ êëàññà Ýéëåðà,
òî, ïîìèìî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè, ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé
ôàêò.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü X � n-ìåðíîå çàìêíóòîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå,
V → X � k-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Åñëè X è V îðèåíòèðóå-
ìû, òî èñïîëüçóåì êîýôôèöèåíòû A = Z, èíà÷å A = Z2. Òîãäà äëÿ
îáùåãî ñå÷åíèÿ s : X → V ìíîãîîáðàçèå íóëåé ñå÷åíèÿ äâîéñòâåííî
ïî Ïóàíêàðå êëàññó Ýéëåðà e(V ).
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Äàëåå ïðè îáñóæäåíèè îòíîñèòåëüíîãî êëàññà Ýéëåðà ýòî óòâåð-
æäåíèå áóäåò ñôîðìóëèðîâàíî è äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé,
â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì.

Ëåììà 2.2 äà¼ò óäîáíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êëàññà Ýéëåðà, åñëè
k = n. Òîãäà íàäî âûáðàòü ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ V , êîòîðîå èìåëî áû
òîëüêî ïðîñòûå íóëè, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò: s(X) òðàíñâåð-
ñàëüíî íóëåâîìó ñå÷åíèþ s0(X). Â ñëó÷àå A = Z2 êëàññ Ýéëåðà ñî-
îòâåòñòâóåò ÷¼òíîñòè êîëè÷åñòâà ýòèõ íóëåé. Åñëè æå A = Z, òî äëÿ
âñÿêîãî íóëÿ íàäî ëîêàëüíî ïðåäñòàâèòü ñå÷åíèå â ïðàâèëüíî îðèåí-
òèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xn) íà X è (y1, . . . , yn) íà ñëîå V â
âèäå

yi =
∑

aijxj + o(
√
x2

1 + · · ·+ x2
n)

è íàçíà÷èòü òàêîìó íóëþ èíäåêñ sgn det(aij). Òîãäà êëàññ Ýéëåðà
V ñîîòâåòñòâóåò ñóììå èíäåêñîâ âñåõ íóëåé. Ýòîò ìåòîä î÷åíü øè-
ðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ è íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì
òåñòîâûõ ñå÷åíèé (ñì. òàêæå [83]).

2.2 Îòíîñèòåëüíûé êëàññ Ýéëåðà

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäîâ ãîìîòîïè÷åñêîé òîïîëîãèè åñòåñòâåííî îáîá-
ùèòü ïîíÿòèå êëàññà Ýéëåðà ðàññëîåíèÿ íà ïàðû òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ (X, Y ). Îñíîâíîé ïîðÿäîê òàêîãî îáîáùåíèÿ îïèñàí â
ñòàòüå [37], õîòÿ êîíêðåòíî ñëó÷àé êëàññà Ýéëåðà òàì íå îñâåù¼í.
Ïîýòîìó â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî ïîíÿòèå îòíî-
ñèòåëüíîãî êëàññà Ýéëåðà è åãî ñâîéñòâà.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îòíîñèòåëüíûé êëàññ Ýé-
ëåðà îòíîñèòñÿ íå òîëüêî ê ðàññëîåíèþ, íî è ê âûáîðó êîíêðåòíîãî
ñå÷åíèÿ.

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå, åñëè íå îãîâîðåíî èíà÷å, äëÿ îðèåíòè-
ðóåìûõ ðàññëîåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ êîãîìîëîãèè ñ öåëûìè êîýô-
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ôèöèåíòàìè, åñëè æå ðàññëîåíèå ìîæåò áûòü íåîðèåíòèðóåìûì, òî
ðàññìàòðèâàþòñÿ êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2. Îáîçíà÷åíèå
êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ îïóñêàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ïàðó ïðîñòðàíñòâ Y ⊆ X è m-ìåðíîå
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå πV : V → X. Ïóñòü òàêæå çàäàíî íå îáðà-
ùàþùååñÿ â íóëü ñå÷åíèå s ðàññëîåíèÿ V íàä Y . Íàçîâ¼ì òàêóþ
êîíñòðóêöèþ (V, s) ÷àñòè÷íûì ñå÷åíèåì.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñå÷åíèå s êàê-òî ïðîäîë-
æåíî íà âñå ïðîñòðàíñòâî X. Åñòåñòâåííî, â ýòîì ñëó÷àå îíî ìîæåò
îáðàùàòüñÿ â íóëü íà X \ Y . Íî ëþáûå äâà ïðîäîëæåííûõ ñå÷åíèÿ
ìîæíî ñîåäèíèòü ìåæäó ñîáîé ãîìîòîïèåé, ïðè êîòîðîé âñå ñå÷åíèÿ
ãîìîòîïèè íå áóäóò èìåòü íóëåé íà Y .

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñå÷åíèÿ íàä ïàðîé (X, Y ) ãîìî-
òîïè÷åñêè êëàññèôèöèðóþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè ïàðû (X, Y ) â ïàðó
(BO(m), BO(m − 1)), èëè (BSO(m), BSO(m − 1)) â ñëó÷àå îðèåí-
òèðóåìûõ ðàññëîåíèé.

Äëÿ ïàðû (BO(m), BO(m−1)) ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ ÿâíàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîåm-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
γ → BO(m). Òîãäà ïàðà (B(γ), S(γ)) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âîçìîæ-
íûõ ðåàëèçàöèé (BO(m), BO(m − 1)). Èçîìîðôèçì Òîìà ãîâîðèò,
÷òî ñóùåñòâóåò u ∈ Hm(BO(m), BO(m − 1)) òàêîé, ÷òî óìíîæåíèå
ýëåìåíòîâ H∗(BO(m)) íà u äà¼ò èçîìîðôèçì êîãîìîëîãèé ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè â Z2

H∗(BO(m), BO(m− 1)) = uH∗(BO(m)).

Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ïàðû (BSO(m), BSO(m− 1)) è
êîãîìîëîãèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå. Îáðàç êëàññà Òîìà u ∈ Hm(BO(m), BO(m− 1), Z2)
â Hm(X, Y, Z2) áóäåì íàçûâàòü êëàññîì Ýéëåðà ïî ìîäóëþ 2 ÷à-
ñòè÷íîãî ñå÷åíèÿ. Â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå îáðàç êëàññà Òîìà u ∈
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Hm(BSO(m), BSO(m−1),Z) âHm(X, Y,Z) áóäåì íàçûâàòü êëàññîì
Ýéëåðà ÷àñòè÷íîãî ñå÷åíèÿ. Áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ Ýéëåðà ÷àñòè÷-
íîãî ñå÷åíèÿ e(V, s).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pt ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè è
ñôîðìóëèðóåì ëåììó, ñðàçó ñëåäóþùóþ èç îïðåäåëåíèé êëàññîâ Òî-
ìà è Ýéëåðà. Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X
è Y îáîçíà÷èì X t Y .
Ëåììà 2.3. Äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ (X t pt, pt) îòíîñèòåëüíûé
êëàññ Ýéëåðà ðàññëîåíèÿ V → X t pt ñ ëþáûì ñå÷åíèåì íàä pt â
H̃∗(X t pt, pt) = H∗(X) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì êëàññîì Ýéëåðà îãðà-
íè÷åíèÿ ýòîãî ðàññëîåíèÿ íà X.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî êëàññ Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðåïÿò-
ñòâèåì (âîçìîæíî, ïî ìîäóëþ 2) ê ïðîäîëæåíèþ ÷àñòè÷íîãî íåíóëå-
âîãî ñå÷åíèÿ äî ïîëíîãî íåíóëåâîãî ñå÷åíèÿ.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîã ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè äëÿ
îòíîñèòåëüíîãî êëàññà Ýéëåðà, íàäî îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå (ïðÿ-
ìóþ ñóììó) ÷àñòè÷íûõ ñå÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íàä (X1, Y1) äàíî ÷àñòè÷íîå ñå÷åíèå (V, s1), à
íàä (X2, Y2) äàíî ÷àñòè÷íîå ñå÷åíèå (W, s2). Áóäåì ñ÷èòàòü ñå÷åíèÿ
si ïðîäîëæåííûìè íà Xi. Òîãäà â ïðîèçâåäåíèè ðàññëîåíèé V ×W
ñå÷åíèå s1 × s2 äà¼ò ÷àñòè÷íîå ñå÷åíèå íàä ïàðîé (X1 × X2, (X1 ×
Y2) ∪ (Y1 × X2)). Íàçîâ¼ì ýòó îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèåì ÷àñòè÷íûõ
ñå÷åíèé.

Ëåììà 2.4. Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñå÷åíèé èìååò ìåñòî
ôîðìóëà

e(V ×W, s1 × s2) = e(V, s1)× e(W, s2).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè X1 = X2 = X ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå äëÿ îïåðàöèè
ïðÿìîé ñóììû ðàññëîåíèé (è ñå÷åíèé)

e(V ⊕W, s1 ⊕ s2) = e(V, s1)e(W, s2) ∈ H∗(X, Y1 ∪ Y2).
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Ëåììà ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ
è ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè êëàññà Òîìà.

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå óòâåðæäåíèå î äâîéñòâåííîñòè îòíîñèòåëü-
íîãî êëàññà Ýéëåðà äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïàðà (X, Y )
ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè X è Y � ñèìïëèöè-
àëüíûå êîìïëåêñû, Y ÿâëÿåòñÿ ïîäêîìïëåêñîì X, X \ Y � òîïîëî-
ãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Â ÷àñòíîñòè ïàðà èç êîìïàêòíîãî ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ è åãî êðàÿ (M,∂M) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ìíîãîîá-
ðàçèåì. n-ìåðíîå îòíîñèòåëüíîå ìíîãîîáðàçèå (X, Y ) îðèåíòèðóåìî,
åñëè åñòü êëàññ w ∈ Hn(X, Y,Z), êîòîðûé èìååò íåíóëåâîé ïðîîáðàç
â ãðóïïå Hn(X,X \ x0,Z) äëÿ êàæäîé x0 ∈ X \ Y .

Îòíîñèòåëüíîå ìíîãîîáðàçèå (X, Y ) íàçîâ¼ì ãëàäêèì, åñëè X \Y
� ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå è äàëåå ðàññìàòðèâàåì ãëàäêèå îòíîñèòåëü-
íûå ìíîãîîáðàçèÿ. ×àñòè÷íîå ñå÷åíèå (ïðîäîëæåííîå íà âñ¼ X) ðàñ-
ñëîåíèÿ V → X íàçîâ¼ì îáùèì, åñëè ìíîãîîáðàçèå s(X \ Y ) òðàíñ-
âåðñàëüíî X \ Y .

Ëåììà 2.5. Ïóñòü (X, Y ) � n-ìåðíîå ãëàäêîå îòíîñèòåëüíîå ìíî-
ãîîáðàçèå, πV : V → X � k-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Åñëè
(X, Y ) è V îðèåíòèðóåìû, òî èñïîëüçóåì êîýôôèöèåíòû A = Z,
èíà÷å A = Z2. Òîãäà äëÿ îáùåãî ÷àñòè÷íîãî ñå÷åíèÿ s : X → V
(ïðîäîëæåííîãî íà âñ¼ X) ìíîãîîáðàçèå íóëåé ñå÷åíèÿ, êàê êëàññ
èç Hn−k(X \ Y ), äâîéñòâåííî ïî Ïóàíêàðå-Ëåôøåöó êëàññó Ýéëåðà
e(V, s).

Â îòíîñèòåëüíîì ñëó÷àå ýòà ëåììà òàêæå äà¼ò âîçìîæíîñòü âû-
÷èñëÿòü îòíîñèòåëüíûé êëàññ Ýéëåðà ìåòîäîì òåñòîâûõ ñå÷åíèé.

2.3 Ýêâèâàðèàíòíûé êëàññ Ýéëåðà

Äàëåå â ýòîé ãëàâå è äàëåå â ïðèëîæåíèÿõ áóäóò øèðîêî èñïîëüçî-
âàòüñÿ òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ äåéñòâèåì êîíå÷íîé ãðóïïû
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G. Ââåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùóþ òåðìèíîëîãèþ, ñëåäóÿ êíèãå [96].

Îïðåäåëåíèå. Åñëè íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íåïðåðûâ-
íî äåéñòâóåò ãðóïïà G, òî X áóäåì íàçûâàòü G-ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå. Äåéñòâèå G íà X íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè äëÿ
g 6= e è ëþáîãî x ∈ X

g(x) 6= x.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåæäó
G-ïðîñòðàíñòâàìè ïåðåñòàíîâî÷íî ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G, òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ G-ýêâèâàðèàíòíûì.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè π : V → X ïðîñòðàí-
ñòâà V è X ÿâëÿþòñÿ G-ïðîñòðàíñòâàìè è îòîáðàæåíèå π ýêâèâàðè-
àíòíî, òî V áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíûì G-ðàññëîåíèåì.

Ñîîòâåòñòâåííî âîçíèêàåò ïîíÿòèå ýêâèâàðèàíòíîãî ñå÷åíèÿ G-
ðàññëîåíèÿ. Íàñ â îñíîâíîì èíòåðåñóåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ (èëè ïðî-
äîëæåíèÿ â îòíîñèòåëüíîì ñëó÷àå) íåíóëåâîãî ýêâèâàðèàíòíîãî ñå-
÷åíèÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Ïðåïÿòñòâèå ê ýòîìó ïîñòðîåíèþ èëè
ïðîäîëæåíèþ òàêæå áóäåò íàçûâàòüñÿ êëàññîì Ýéëåðà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàðèàíòíîãî êëàññà Ýéëåðà ñëåäóåò ïðè-
ìåíèòü ñòàíäàðòíóþ êîíñòðóêöèþ Áîðåëÿ (ñì. [96]), êîòîðàÿ ïîçâî-
ëÿåò ïî âñÿêîìó G-ïðîñòðàíñòâó åñòåñòâåííî ïîñòðîèòü ñâîáîäíîå
G-ïðîñòðàíñòâî. Åñëè äåéñòâèå G íà èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå áûëî
ñâîáîäíûì, òî ïîñòðîåííîå ïðîñòðàíñòâî áóäåò G-ýêâèâàðèàíòíî ãî-
ìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü EG ãîìîòîïè÷åñêè òðèâèàëüíûé
CW -êîìïëåêñ, íà êîòîðîì ñâîáîäíî äåéñòâóåò ãðóïïà G. Êîìïëåêñ
EG îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî G-ýêâèâàðèàíòíîé ãîìî-
òîïèè, îäèí èç âàðèàíòîâ åãî ïîñòðîåíèÿ � áåñêîíå÷íûé äæîéí G ∗
G∗· · ·∗G∗. . . ñ äèàãîíàëüíûì äåéñòâèåì G. Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü
EGk = G∗k, BGk = EGk/G, BG = EG/G.
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Îïðåäåëåíèå. Äëÿ âñÿêîãî G-ïðîñòðàíñòâà X ãðóïïà G ñâîáîä-
íî äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå X × EG. Îáîçíà÷èì ôàêòîð XG =
(X×EG)/G. Åñëè äåéñòâèå G íà X ñâîáîäíî, òî XG ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíî X/G.

Îïðåäåëåíèå. G-ýêâèâàðèàíòíûå êîãîìîëîãèè G-ïðîñòðàíñòâà X
� ýòî êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà XG

H∗G(X,A) = H∗(XG, A).

Äëÿ G-ïàðû (X, Y ) àíàëîãè÷íî

H∗G(X, Y,A) = H∗(XG, YG, A).

Åñëè G äåéñòâóåò íà X \ Y ñâîáîäíî, òî ïîëó÷àåì, ÷òî

H∗G(X, Y,A) = H∗(X/G, Y/G,A).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýêâèâàðèàíòíûå êîãîìîëîãèè ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
òîðîì äëÿ G-ýêâèâàðèàíòíûõ îòîáðàæåíèé. Íàïîìíèì òàêæå ôîð-
ìóëó Êþííåòà äëÿ ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèé. Ïóñòü, äëÿ ïðîñòî-
òû, êîëüöî A ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ëåììà 2.6. Ïóñòü (X1, Y1) � G1-ïàðà, à (X2, Y2) � G2-ïàðà. Òîãäà
×-ïðîèçâåäåíèå äà¼ò èçîìîðôèçì

Hn
G1×G2

(X1×X2, X1×Y2∪Y1×X2, A) =
n⊕
k=0

Hk
G1

(X1, Y1, A)⊗Hn−k
G2

(X2, Y2, A).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü πV : V → X � âåêòîðíîå G-ðàññëîåíèå. Åñòå-
ñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ πX : X × EG → X èíäóöèðóåò âåêòîðíîå G-
ðàññëîåíèå π∗X(V ) íàä X ×EG, êîòîðîå ôàêòîðèçóåòñÿ ïî äåéñòâèþ
G è äà¼ò âåêòîðíîå ðàññëîåíèå VG → XG. Òîãäà êëàññ Ýéëåðà

e(VG) ∈ H∗(XG, A) = H∗G(X,A)
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íàçûâàåòñÿ ýêâèâàðèàíòíûì êëàññîì Ýéëåðà ðàññëîåíèÿ V è îáî-
çíà÷àåòñÿ eG(V ).

Êîíñòðóêöèÿ îòíîñèòåëüíîãî ýêâèâàðèàíòíîãî êëàññà Ýéëåðà ïà-
ðû èç âåêòîðíîãî G-ðàññëîåíèÿ è åãî ýêâèâàðèàíòíîãî ñå÷åíèÿ àíà-
ëîãè÷íà.

Â êà÷åñòâå êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ A äëÿ êëàññà Ýéëåðà â îáùåì
ñëó÷àå áåð¼òñÿ Z2, åñëè æå ðàññëîåíèå V áûëî îðèåíòèðóåìûì è
äåéñòâèå G ñîõðàíÿëî åãî îðèåíòàöèþ, òî êîëüöî êîýôôèöèåíòîâ
ìîæíî âçÿòü Z. Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî
ýêâèâàðèàíòíûé êëàññ Ýéëåðà, òî áóäåì ïèñàòü e(V ) âìåñòî eG(V ).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äåéñòâèå G íà X ñâîáîäíî, òî ìîæíî ôàê-
òîðèçîâàòü V äî ðàññëîåíèÿ V/G → X/G è ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî
eG(V ) = e(V/G).

Ñôîðìóëèðóåì ëåììó, êîòîðàÿ ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ êëàñ-
ñà Ýéëåðà è ôóíêòîðèàëüíîñòè êîíñòðóêöèè X 7→ XG.

Ëåììà 2.7. Ïóñòü G-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y
èíäóöèðóåò èç âåêòîðíîãî G-ðàññëîåíèÿ πV : V → Y ðàññëîåíèå
f ∗(πV ) : f ∗(V ) → X. Òîãäà ðàññëîåíèå f ∗(V ) åñòåñòâåííî ÿâëÿåò-
ñÿ âåêòîðíûì G-ðàññëîåíèåì è äëÿ ýêâèâàðèàíòíîãî êëàññà Ýéëåðà
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

eG(f ∗(V )) = f ∗(eG(V )).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ýêâèâàðè-
àíòíîãî êëàññà Ýéëåðà.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü πV : V → X1 � G1-ðàññëîåíèå, πW : W → X2

� G2-ðàññëîåíèå. Òîãäà πV × πW : V ×W → X1 ×X2 ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîðíûì G1×G2-ðàññëîåíèåì è äëÿ ýêâèâàðèàíòíûõ êëàññîâ Ýéëåðà
âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà

eG1×G2
(V ×W ) = eG1

(V )× eG2
(W ).
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Äëÿ îòíîñèòåëüíîãî ýêâèâàðèàíòíîãî êëàññà Ýéëåðà ôîðìóëè-
ðîâêà àíàëîãè÷íà. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ôîðìóëèðîâêå îäíà èç ãðóïï
ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíîãî ýëåìåíòà, â òàêîì ñëó÷àå ýêâèâàðèàíòíûé
êëàññ Ýéëåðà óìíîæèòñÿ íà îáû÷íûé êëàññ Ýéëåðà.

Ðàññìîòðèì âàæíûé äëÿ äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèé ñëó÷àé, êîãäà
G-ðàññëîåíèå V → X íàä G-ïðîñòðàíñòâîì X òðèâèàëüíî, òî åñòü
V = X×L, ãäå L� íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ äåéñòâèåìG,
òî åñòü ïðåäñòàâëåíèå G. Òîãäà ðàññëîåíèå V èíäóöèðîâàíî èç âåê-
òîðíîãî G-ðàññëîåíèÿ L→ pt è ñîîòâåòñòâåííî, êëàññ Ýéëåðà eG(V )
ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì êëàññà eG(L) ïðè åñòåñòâåííîì îòîáðàæåíèè,
èíäóöèðîâàííîì ýêâèâàðèàíòíûì îòîáðàæåíèåì πX : X → pt

π∗X : H∗G(pt, A) = H∗(BG,A)→ H∗G(X,A).

Äàäèì ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ L ãðóïïû G ýêâèâà-
ðèàíòíûé êëàññ Ýéëåðà âåêòîðíîãî G-ðàññëîåíèÿ L → pt íàçîâ¼ì
êëàññîì Ýéëåðà ïðåäñòàâëåíèÿ L.

Êëàññ Ýéëåðà ïðåäñòàâëåíèÿ íàõîäèòñÿ â ãðóïïå HdimL(BG,A),
ãäå êîëüöî êîýôôèöèåíòîâ âûáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì îïðå-
äåëåíèÿì. Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ñèòóàöèÿ ñ êëàññàìè Ýéëåðà ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ èìååòñÿ â ñëó÷àå G = Zp èëè G = (Zp)

k, î ÷¼ì ïîéä¼ò ðå÷ü â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

2.4 Êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà B(Zp)
k

Öåíòðàëüíîì ìîìåíòîì â èçó÷åíèè òîïîëîãèè äåéñòâèé ãðóïïû G
ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êîëüöà êîãîìîëîãèé H∗(BG,A). Â ñëó÷àå ãðóïï
Zp (p � ïðîñòîå) ìîæíî äàòü íåêîòîðîå îïèñàíèå ýòèõ êîëåö.

Ëåììà 2.9. Êîëüöî H∗(BZ2, Z2) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ îò
îäíîìåðíîé îáðàçóþùåé u ∈ H1(BZ2, Z2).



Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ èç òîïîëîãèè 22

Ëåììà 2.10. Êîëüöî H∗(BZp, Zp) ïðè íå÷¼òíîì ïðîñòîì p ïîðîæ-
äåíî äâóìÿ îáðàçóþùèìè v ∈ H1(BZp, Zp), w ∈ H2(BZp, Zp) è ñîîò-
íîøåíèåì v2 = 0. Ïðè ýòîì äåéñòâèå ãîìîìîðôèçìà Áîêøòåéíà
çàäà¼òñÿ êàê β(v) = w, β(w) = 0.

Äàëåå äëÿ ãðóïï âèäà (Zp)
k ïðè ðàññìîòðåíèè ýêâèâàðèàíòíûõ

êîãîìîëîãèé â êà÷åñòâå êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ áóäåì âûáèðàòü Zp
è îáîçíà÷åíèÿ êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ îïóñêàòü. Îáîçíà÷èì àëãåáðó

Λp = H∗(BZp, Zp),

òîãäà ïî ôîðìóëå Êþííåòà H∗(B(Zp)
k) = Λ⊗kp = Λp(k).

Ïîäïðîñòðàíñòâî àëãåáðû Λp(k), ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ êîãîìîëî-
ãèé ðàçìåðíîñòè n è íóëåâîãî êëàññà, áóäåì îáîçíà÷àòü Λn

p(k).
Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ ëåììó, âàæíóþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êëàñ-

ñà Ýéëåðà ýêâèâàðèàíòíûõ ðàññëîåíèé (ñì. [96], ãëàâà IV �1).

Ëåììà 2.11. Ïóñòü G = (Zp)
k è å¼ ïðåäñòàâëåíèå L íå èìååò

òðèâèàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Òîãäà êëàññ Ýéëåðà ïðåäñòàâëåíèÿ e(L)
íå ðàâåí íóëþ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëåíèå R[G]/R, ãäå ôàêòîð áåð¼òñÿ ïî ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè

∑
g∈G g, íå èìååò òðèâèàëüíûõ ñëàãàåìûõ. È äëÿ

ãðóïï G = (Zp)
k åãî êëàññ Ýéëåðà ïî ìîäóëþ p áóäåò íåíóëåâûì.

Ââåä¼ì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîäêîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ â
Λp(k), â êîòîðîì ëåæàò êëàññû Ýéëåðà.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ p = 2 îáîçíà÷èì Sp(k) = Λp(k), äëÿ p > 2

Sp(k) = Zp[w]⊗ · · · ⊗ Zp[w].

Ëåììà 2.12. Äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî êëàññà x ∈ Snp (k) è ÷èñëà m ≥
0 íàéä¼òñÿ êëàññ y ∈ Λm

p (k) òàêîé, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå xy 6= 0 ∈
Λn+m
p (k).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç ÿâíîãî îïèñàíèÿ
êîëåö Λp(k).
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2.5 Èíäåêñ (Zp)
k-äåéñòâèÿ

Äàííûé ðàçäåë îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîò [18, 73, 74]. Øèðîêèé
îáçîð ïî ðàçíûì îïðåäåëåíèÿì ïîíÿòèÿ èíäåêñà (Zp)

k-äåéñòâèÿ ìîæ-
íî íàéòè â [76]. Â öèòèðóåìûõ èñòî÷íèêàõ íåò åäèíîé òåðìèíîëîãèè
äëÿ ïîíÿòèé èíäåêñà, êîèíäåêñà è ðîäà G-ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó â
ýòîì ðàçäåëå ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ òåðìèíîëîãèÿ.

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëå-
íèÿ ýêâèâàðèàíòíîãî êëàññà Ýéëåðà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàäî çíàòü,
êàê äëÿ äàííîãî G-ïðîñòðàíñòâà X óñòðîåíî åñòåñòâåííîå îòîáðàæå-
íèå, èíäóöèðîâàííîå òðèâèàëüíûì ýêâèâàðèàíòíûì îòîáðàæåíèåì
pX : X → pt,

p∗X : H∗G(pt, A) = H∗(BG,A)→ H∗G(X,A).

Â ñëó÷àå G = (Zp)
k èìååò ñìûñë ñäåëàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Êîýôôèöèåíòû êîãîìîëîãèé áåðóòñÿ â Zp.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ G-ïðîñòðàíñòâà X èíäåêñîì ñî çíà÷åíèåì â
èäåàëàõ (ideal-valued index) íàçûâàåòñÿ

IndX = ker p∗X : H∗(BG)→ H∗G(X).

ßñíî, ÷òî èíäåêñ ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà Λp(k), â òîì ÷èñëå è
îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà Áîêøòåéíà. Â ñëó÷àå G = Zp ìîæíî
îïðåäåëèòü èäåàëû â Λp

InΛp =
⊕
m≥n

Λm
p .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå èäåàëû (ÿâëÿþùèåñÿ èäåàëàìè îòíîñèòåëüíî
ãîìîìîðôèçìà Áîêøòåéíà) â Λp èìåþò âèä ëèáî InΛp, ëèáî 0.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ Zp-ïðîñòðàíñòâàX íàéä¼ì òàêîå n, ÷òî IndX =
In+1Λp, åñëè IndX íóëåâîé, ïîëîæèì n = +∞. Òîãäà ÷èñëî n íàçî-
â¼ì êîãîìîëîãè÷åñêèì èíäåêñîì X è îáîçíà÷èì hindX.
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Ëåììà 2.13 (Ìîíîòîííîñòü èíäåêñà). Åñëè ñóùåñòâóåò G-ýêâèâàðèàíòíîå
îòîáðàæåíèå X → Y , òî IndX ⊇ IndY è hindX ≤ hindY â ñëó÷àå
G = Zp.

Îáîçíà÷èì èäåàë êîëüöà Λp(k)

InΛp(k) =
⊕
m≥n

Λm
p (k).

Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ îöåíêà ñâåðõó èíäåêñà ÷åðåç ðàçìåðíîñòü:

Ëåììà 2.14. Åñëè äåéñòâèå G íà X ñâîáîäíî è X n-ìåðíî (êàê
ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå èëè ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ), òî

IndX ⊇ In+1Λp(k),

â ñëó÷àå G = Zp ýòî îçíà÷àåò, ÷òî hindX ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî dimX/G ≤ n.
Îäíàêî, â äàëüíåéøèõ ïðèëîæåíèÿõ íåîáõîäèìà îöåíêà ñíèçó

äëÿ èíäåêñà (Zp)
k-äåéñòâèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì èçâåñòíóþ ëåììó, ïîëó÷àþùóþñÿ ïðèìåíåíèåì
ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëåðå-Ñåððà ê ðàññëîåíèþ XG →
BG ñî ñëîåì X, ñì. êíèãó [45], ðàçäåë 11.4.

Ëåììà 2.15 (Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå-Ñåððà). Ñó-
ùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ÷ëåíîì

Ex,y
2 = Hx(BG,Hy(X,Zp)),

ñõîäÿùàÿñÿ ê ãðàäóèðîâàííîìó ìîäóëþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó íåêî-
òîðîé ôèëüòðàöèè H∗G(X,Zp).

Çäåñü ñèñòåìà êîýôôèöèåíòîâ Hy(X,Zp) ïîëó÷àåòñÿ èç êîãî-
ìîëîãèé Hy(X,Zp) äåéñòâèåì íà íèõ G = π1(BG). Äèôôåðåíöèàëû
ýòîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìà-
ìè H∗(BG,Zp)-ìîäóëåé.
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Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò óòâåðæäåíèå îá îöåíêå èíäåêñà ñíèçó,
êîòîðîå, ñóäÿ ïî âñåìó, ÿâëÿåòñÿ íîâûì.

Òåîðåìà 2.16. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ñâÿçíî è Hm(X,Zp) ÿâëÿ-
þòñÿ ñâîáîäíûìè Zp[G]-ìîäóëÿìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G ïðè
m < n. Òîãäà

IndX ⊆ In+1Λp(k),

â ÷àñòíîñòè, ïðè G = Zp hindX ≥ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñòðî÷êè ñ íîìåðàìèm = 1, . . . , n−1
â ÷ëåíå E2 ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåììû 2.15 ñîäåðæàò
÷òî-òî íåíóëåâîå òîëüêî â E0,m

2 (ñì. [71], ãëàâà III). Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî äèôôåðåíöèàëû ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíû
äåéñòâîâàòü íà ýòèõ ñòðî÷êàõ òðèâèàëüíî, òàê êàê èíà÷å ýòè äèô-
ôåðåíöèàëû íå ìîãëè áû áûòü ãîìîìîðôèçìàìè Λp(k)-ìîäóëåé.

Çíà÷èò â íóëåâîé ñòðîêå íåíóëåâûå ÷ëåíû ñ ðàçìåðíîñòÿìè ≤ n
îñòàþòñÿ íåíóëåâûìè âî âñåõ ÷ëåíàõ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, â òîì ÷èñëå â E∞. Çíà÷èò, îíè îñòàíóòñÿ íåíóëåâûìè è â
H∗G(X,Zp).

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå ñëåäñòâèå èç ïðåäûäóùåé ëåììû, èçâåñò-
íîå ðàíåå (ñì. íàïðèìåð [74, 76]).

Ëåììà 2.17. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X n− 1-ñâÿçíî. Òîãäà

IndX ⊆ In+1Λp(k),

â ÷àñòíîñòè, ïðè G = Zp hindX ≥ n.

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå èçâåñòíóþ ëåììó îá îöåíêå èíäåêñà îáú-
åäèíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ (ëåììà 5.4 èç [75]).
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Ëåììà 2.18. Äëÿ îòêðûòûõ Zp-èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ X è
Y íåêîòîðîãî ñâîáîäíîãî Zp-ïðîñòðàíñòâà èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî

hind (X ∪ Y ) ≤ hindX + hindY + 1.

Â ýòîé ëåììå èíäåêñ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êîãîìîëîãèè ×åõà.

2.6 Ðîä G-äåéñòâèÿ

Àíàëîãîì èíäåêñà Zp-äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ðîä äåéñòâèÿ êîíå÷íîé ãðóï-
ïû, êîòîðûé ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ãðóïïû
G, ýòî ïîíÿòèå îïðåäåëÿëîñü â ðàáîòàõ [41, 63, 64, 52]. Ñâåäåíèÿ î
ðîäå â òîì ñìûñëå, êàê îí ïîíèìàåòñÿ â ýòîé ðàáîòå, è â ñóùåñòâåííî
îáîáù¼ííîì ñìûñëå, ìîæíî íàéòè â êíèãå [7].

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ýêâèâàðè-
àíòíîå îòîáðàæåíèå X → EGn, íàçûâàåòñÿ ðîäîì G-ïðîñòðàíñòâà
X è îáîçíà÷àåòñÿ g(X).

ßñíî, ÷òî ðîä èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ ñâîáîäíûõ G-ïðîñòðàíñòâ.
Äëÿ ñëó÷àÿ íåñâîáîäíûõ G-ïðîñòðàíñòâ åñòü ñâîé àíàëîã ïîíÿòèÿ
ðîäà, íî â ýòîé ðàáîòå îí ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò. Äëÿ ðîäà G-
äåéñòâèÿ åñòü ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâàì èíäåêñà. Ïåðâîå ñâîé-
ñòâî î÷åâèäíî ïî îïðåäåëåíèþ.

Ëåììà 2.19 (Ìîíîòîííîñòü ðîäà). Åñëè ñóùåñòâóåò ýêâèâàðèàíò-
íîå îòîáðàæåíèå X → Y ìåæäó äâóìÿ G-ïðîñòðàíñòâàìè, òî

gG(X) ≤ gG(Y ).

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç k − 2-ñâÿçíîñòè G∗k è òåî-
ðèè ïðåïÿòñòâèé.
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Ëåììà 2.20. Äëÿ G-CW êîìïëåêñà X, ÿâëÿþùåãîñÿ ñâîáîäíûì G-
ïðîñòðàíñòâîì, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

gG(X) ≤ dimX + 1.

Òåïåðü îïÿòü âåðí¼ìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ G = (Zp)
k è çàìåòèì, ÷òî

EGn � n− 1-ìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, ñëåäîâàòåëüíî

IndEGn ⊇ InΛp(k).

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà ëåììà:

Ëåììà 2.21. Åñëè g(X) ≤ n + 1, òî IndX ⊇ In+1Λp(k), â ÷àñòíî-
ñòè äëÿ G = Zp hindX + 1 ≤ g(X).

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî EGn n − 2-ñâÿçíî è n − 1-ìåðíî, òî ïî
ëåììå 2.17 è ïðåäûäóùåé ëåììå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ G = (Zp)

k

IndEGn = InΛp(k), g(EGn) = n.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ àíòèïîäàëüíîãî (x 7→ −x) äåéñòâèÿ ãðóïïû
G = Z2 íà ñôåðå Sn = EGn+1 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.22. Äëÿ ñôåðû ñ àíòèïîäàëüíûì äåéñòâèåì Z2

hindSn = n, g(Sn) = n+ 1.

Ôàêòè÷åñêè, ýòà ëåììà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìó-
ëèðîâîê òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà.

2.7 Êàòåãîðèÿ Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà

Íàïîìíèì ïîíÿòèå êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà (ñì. [85]),
êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè ñíèçó ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ãëàäêîé ôóíêöèè íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè, à òàêæå ïîëåçíî ñàìî
ïî ñåáå â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ.
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Îïðåäåëåíèå. Îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèåé Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà
ïàðû Y ⊆ X íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ñåìåéñòâà ñòÿãèâàå-
ìûõ ïî X îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X, ïîêðûâàþùåãî Y . Êàòåãîðèÿ
Y ⊆ X îáîçíà÷àåòñÿ catX Y . Âåëè÷èíà catX X = catX íàçûâàåòñÿ
ïðîñòî êàòåãîðèåé X.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [31], ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïðîñòðàíñòâà ïàðàêîì-

ïàêòíû è ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíûìè îêðåñòíîñòíûìè ðåòðàêòàìè, â
ýòîì ñëó÷àå â îïðåäåëåíèè êàòåãîðèè ìîæíî áðàòü îòêðûòûå èëè
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ïîêðûòèÿ � çíà÷åíèå êàòåãîðèè ïðè ýòî íå
èçìåíÿåòñÿ. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî êàòåãîðèÿ X ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷å-
ñêèì èíâàðèàíòîì X.

Íàïîìíèì òåîðåìó Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà î ÷èñëå êðèòè÷å-
ñêèõ òî÷åê, â ôîðìóëèðîâêå äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì (ñì. [48]).

Ëåììà 2.23. Åñëè X � êîìïàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì,
f : X → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ãðàäèåíò êîòîðîé íà êðàå ∂X íà-
ïðàâëåí âñåãäà íàðóæó X (èëè âñåãäà âíóòðü X). Òîãäà êîëè÷åñòâî
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f íå ìåíüøå, ÷åì catX.

Ñôîðìóëèðóåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà
ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñ ó÷¼òîì ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè.

Ëåììà 2.24. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
CW -êîìïëåêñó X ′, òî

catX ≤ dimX ′ + 1.

Êëàññè÷åñêèé ìåòîä îöåíêè ñíèçó êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà
îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé ëåììå (ñì. [23], êîòîðàÿ áóäåò íàì ïî-
ëåçíà è ñàìà ïî ñåáå.
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Ëåììà 2.25. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ïîêðûòî ñåìåéñòâîì îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâ U1, U2, . . . , Um è äàíû ýëåìåíòû a1, a2, . . . , am ∈
H∗(X,A). Åñëè äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m îáðàç ai â H

∗(Ui, A) íóëå-
âîé, òî ïðîèçâåäåíèå a1a2 · · · am = 0 â H∗(X,A).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû áåç òðóäà ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèç-
âåäåíèÿ â êîãîìîëîãèÿõ. Ýòà ëåììà ñðàçó äà¼ò îöåíêó äëÿ ëèíåéíî
ñâÿçíîãî X

catX ≥ max{n : ∃ a1, . . . , an ∈ H̃∗(X) a1a2 . . . an 6= 0}+ 1.

Êîãîìîëîãèè ìîãóò áûòü ñ ëþáûìè êîýôôèöèåíòàìè, ìàêñèìàëüíàÿ
äëèíà íåíóëåâîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàçûâàåòñÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé äëè-
íîé ïðîñòðàíñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ hlX.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé îöåíêîé êàòåãîðèè
Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà ôàêòîðïðîñòðàíñòâà ÷åðåç ðîä.

Ëåììà 2.26. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà
êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X è äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû ïðîñòîãî
ïîðÿäêà H ⊆ G èìååì gH(X) ≥ n+ 1. Òîãäà

catX/G ≥ n+ 1.

Åñòåñòâåííî, ëåììó 2.26 ïîëåçíî ïðèìåíÿòü âìåñòå ñ íåðàâåí-
ñòâîì gH(X) ≥ hindH X + 1.

Â êíèãå [7] ñîäåðæèòñÿ èññëåäîâàíèå ïî ýêâèâàðèàíòíûì àíà-
ëîãàì ïîíÿòèÿ êàòåãîðèè, ïîìèìî óæå öèòèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé
íóæíûõ íàì óòâåðæäåíèé äëÿ ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû
G òàì ðàññìàòðèâàåòñÿ è ñëó÷àé íåñâîáîäíûõ äåéñòâèé êîìïàêòíûõ
ãðóïï.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì óòî÷íåíèåì ëåì-
ìû 2.26, ïî-âèäèìîìó, îíî ÿâëÿåòñÿ íîâûì.
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Òåîðåìà 2.27. Ïóñòü êîìïàêòíîå ñâîáîäíîå G-ïðîñòðàíñòâî Y
ïîêðûòî îòêðûòûìè èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè {Yi}li=1.
Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ Y òàêàÿ, ÷òî∑

Yi3x

gG(Yi) ≥ gG(Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì gG(Yi) = ki, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýòè
÷èñëà êîíå÷íû, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû
î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì ýêâèâàðèàíòíûå îòîáðàæåíèÿ fi : Yi → G∗ki,
êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïî îïðåäåëåíèþ ðîäà.

Ðàññìîòðèì òàêæå èíâàðèàíòíîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {ρi}li=1, ïîä-
÷èí¼ííîå ïîêðûòèþ {Yi}.

Òîãäà îòîáðàæåíèå

f : x 7→ ρ1(x)f1(x)⊕ · · · ⊕ ρl(x)fl(x)

äà¼ò îòîáðàæåíèå X â äæîéí G∗(k1+···+kl). Ïðè ýòîì, åñëè òåîðåìà
íåâåðíà, òî îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ëåæèò â (gG(Y )− 2)-ìåðíîì
îñòîâå ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñàG∗(k1+···+kl), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìî-
íîòîííîñòè ðîäà è ëåììå 2.20.

2.8 Òåîðåìû î ïîêðûòèÿõ äëÿ Z2-ïðîñòðàíñòâ

Ââåä¼ì åù¼ îäíó ãåîìåòðè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ Z2-ïðîñòðàíñòâ.
Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà áëèçêè ê òåîðåìå Áîðñóêà-Ëþñòåðíèêà-
Øíèðåëüìàíà, îäíàêî â ïðèâåä¼ííûõ çäåñü ôîðìóëèðîâêàõ ÿâëÿþò-
ñÿ íîâûìè.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ñâîáîäíîãî Z2-ïðîñòðàíñòâà X âîçüì¼ì ïðîèç-
âåäåíèå X íà îòðåçîê I = [0, 1] è îïðåäåëèì â íåì äåéñòâèå Z2 ïî
ôîðìóëå σ(x, t) = (σ(x), 1− t). Òîãäà ïðîñòðàíñòâî X× I ñâîáîäíî è
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ïóñòü B(X) = (X×I)/Z2. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî B(X) ïîëó÷åíî èçX
ïðèêëåèâàíèåì îòðåçêà ê êàæäîé ïàðå òî÷åê {x, σ(x)} è ââåäåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåé òîïîëîãèè íà ýòîì ìíîæåñòâå. Åñòåñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå B(X) → X/Z2, ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì ñî ñëîåì I (à çíà÷èò
è ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ), à X ⊂ B(X) îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ ïðîñòðàíñòâîì ñôåð ýòîãî ðàññëîåíèÿ.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå B, ïîòîìó ÷òî ïðîñòðàíñòâî X
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì ñôåð S(V ) íåêîòîðîãî ëèíåéíî-
ãî ðàññëîåíèÿ V → X/Z2. Ïðè ýòîì B(X) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
øàðîâ òîãî æå ðàññëîåíèÿ B(X) = B(V ).

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå êîýôôèöèåíòû êîãîìîëîãèé âñåãäà ðàâíû
Z2 è îïóñêàþòñÿ â îáîçíà÷åíèÿõ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñèëèâàåò ëåììó 5.5 èç [75].

Òåîðåìà 2.28. Åñëè ó Z2-ïðîñòðàíñòâ X è Y èíäåêñû hindX =
hindY = n, òî äëÿ ëþáîãî ýêâèâàðèàíòíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X →
Y îòîáðàæåíèå f ∗ : Hn(Y ) → Hn(X) íåòðèâèàëüíî. Êðîìå òîãî,
íå ñóùåñòâóåò òàêîãî (íå îáÿçàòåëüíî ýêâèâàðèàíòíîãî) îòîáðà-
æåíèÿ h : B(X) → Y , ÷òî f = h ◦ iX , ãäå iX : X → B(X) �
åñòåñòâåííîå âëîæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâà X è Y ÿâ-
ëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè. Çàïèøåì òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Òîìà

. . .
δX←− Hk(X)

i∗X←− Hk(B(X))
π∗X←− Hk(B(X), X)

δX←− Hk−1(X) . . . ,

. . .
δY←− Hk(Y )

i∗Y←− Hk(B(Y ))
π∗Y←− Hk(B(Y ), Y )

δY←− Hk−1(Y ) . . .

è çàìåòèì, ÷òî f ïîðîæäàåò åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì B(X) →
B(Y ), çíà÷èò ìåæäó ýòèìè òî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè åñòü ãî-
ìîìîðôèçì f ∗, ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ ãîìîìîðôèçìàìè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. Ïóñòü ôóíäàìåíòàëüíûå êëàññû Òîìà âH1(B(X), X) èH1(B(Y ), Y )
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� ýòî uX è uY , à îáðàçû w ∈ H∗G(pt) â H∗(B(X)) è H∗(B(Y )) � ýòî
wX è wY , ïðè ýòîì f ∗(uY ) = uX , f

∗(wY ) = wX . Òîãäà ïî îïðåäå-
ëåíèþ èíäåêñà π∗X(uXw

n
X) = wn+1

X = 0 è π∗Y (uYw
n
Y ) = wn+1

Y = 0,
çíà÷èò åñòü êëàññ v ∈ Hn(Y ), äëÿ êîòîðîãî δY (v) = uYw

n
Y . Ïðè ýòîì

δX(f ∗(v)) = f ∗(δY (v)) = uXw
n
X 6= 0, à çíà÷èò f ∗(v) 6= 0, òàêèì îáðà-

çîì ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.
×òîáû äîêàçàòü âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû, çàìåòèì, ÷òî åñëè íàé-

ä¼òñÿ èñêîìîå h, òî f ∗(v) ∈ Im i∗X è èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Òîìà δX(f ∗(v)) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäóùåìó àáçàöó.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.28, â êîòîðîì áóäóò
ó÷àñòâîâàòü ïîêðûòèÿ Z2-ïðîñòðàíñòâà X è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó
B(X). Ñíà÷àëà ââåä¼ì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êè x è σ(x) íåêîòîðîãî Z2-ïðîñòðàíñòâà X íàçî-
â¼ì àíòèïîäàëüíûìè.

Íàì ïðèä¼òñÿ óñòàíàâëèâàòü íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïî-
êðûòèÿìè ïðîñòðàíñòâà è ðàçáèåíèÿìè åäèíèöû íà ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíûìè ìåò-
ðè÷åñêèìè, â ýòîì ñëó÷àå òàêîå ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíî åñòü.
Äëÿ íàøèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ýòîãî ñëó÷àÿ áóäåò âïîëíå
äîñòàòî÷íî.

Òåîðåìà 2.29. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå Z2-ïðîñòðàíñòâî
X c èíäåêñîì hindX = n ïîêðûòî ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ F = {U1, U2, . . . , Un+2}. Ïóñòü íèêàêîå Ui íå ñîäåðæèò àí-
òèïîäàëüíûõ òî÷åê. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ñåìåéñòâà {Ui}
íà äâà íåïóñòûõ ñåìåéñòâà F1 è F2 íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ X òàêàÿ,
÷òî x ∈

⋂
F1 è σ(x) ∈

⋂
F2. Êðîìå òîãî, åñëè ïîêðûòèå F èíäóöè-

ðîâàíî èç íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ïîêðûòèÿ G = {V1, V2, . . . , Vn+2}
ïðîñòðàíñòâà B(X), òî ñåìåéñòâî G èìååò îáùóþ òî÷êó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîäìíîæåñòâàW íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà M ïîëîæèì

W (ε) = {x ∈M : dist(x,W ) ≤ ε}.

Èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

∃ε > 0 : ∀i = 1, . . . , n+ 2 dist(Ui, σ(Ui)) > ε.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n + 2 âîçüì¼ì ôóíêöèþ fi, êîòîðàÿ
îáðàùàåòñÿ â 1 íà Ui è îáðàùàåòñÿ â 0 çà ïðåäåëàìè Ui(ε/2). Äàëåå
íîðìèðóåì ýòè ôóíêöèè, ÷òîáû èõ ñóììà áûëà ðàâíà 1.

Âîçüì¼ì òåïåðü ôóíêöèè gi(x) = fi(x) − fi(σ(x)). Âìåñòå ôóíê-
öèè gi äàþò ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå g : X → Rn+2, ïðè÷¼ì
îáðàç îòîáðàæåíèÿ ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè H ñ óðàâíåíèåì y1 +
. . . + yn+2 = 0 è íå ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå h : X → Sn, â åäèíè÷íóþ ñôåðó ãèïåðïëîñêîñòè H,
çàäàííîå ôîðìóëîé h(x) = g(x)/|g(x)|.

Îòîáðàæåíèå h : X → Sn ýêâèâàðèàíòíî è ïî òåîðåìå 2.28 îòîá-
ðàæåíèå h∗ : Hn(Sn)→ Hn(X) íåòðèâèàëüíî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h
ñþðúåêòèâíî.

Âîçüì¼ì ðàçáèåíèå {1, 2, . . . , n + 2} = I1 ∪ I2 è ñîîòâåòñòâóþùåå
åìó ðàçáèåíèå {Ui(ε)}n+2

i=1 = F1(ε)∪F2(ε). Âîçüì¼ì c =
√
|I1||I2|(n+ 2)

è òî÷êó y ∈ Sn òàê, ÷òî å¼ êîîðäèíàòû ðàâíû

yi =
|I2|
c

i ∈ I1 yi = −|I1|
c

i ∈ I2.

Íàéä¼òñÿ x ∈ X òàêàÿ, ÷òî y = h(x), ïîýòîìó x ∈
⋂
F1(ε),

σ(x) ∈
⋂
F2(ε). Îòñþäà ïðè ñòðåìëåíèè ε ê íóëþ èç ñîîáðàæåíèé

êîìïàêòíîñòè ñëåäóåò ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû.
Ïóñòü òåïåðü ïîêðûòèå ïðîäîëæåíî äî ïîêðûòèÿ B(X), òîãäà

ôóíêöèè fi ñîîòâåòñòâåííî ïðîäîëæàþòñÿ íà B(X) òàê, ÷òî èõ ñóì-
ìó ìîæíî ñ÷èòàòü åäèíè÷íîé. Òî åñòü f ìîæíî ñ÷èòàòü îòîáðàæåíè-
åì èç X â ãèïåðïëîñêîñòü H1, çàäàííóþ óñëîâèåì y1 + . . .+yn+2 = 1.
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Åñëè îáðàç f ñîäåðæèò òî÷êó ( 1
n+2 , . . . ,

1
n+2), òî, àíàëîãè÷íî ïåðâîé

÷àñòè òåîðåìû, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà {Vi} èìåþò îáùóþ òî÷-
êó.

Èíà÷å èç f ìîæíî ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå h1 : B(X) → Sn â
åäèíè÷íóþ ñôåðó ïëîñêîñòèH1. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ h è h1|X
ãîìîòîïíû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ t ∈ [0, 1] ìîæíî ïîëîæèòü

gt(x) = f(x)− (1− t)f(σ(x)) ht(x) =
gt(x)− t( 1

n+2 , . . . ,
1

n+2)

|gt(x)− t( 1
n+2 , . . . ,

1
n+2)|

,

òîãäà ht � èñêîìàÿ ãîìîòîïèÿ. Ïî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 2.28 h (à
çíà÷èò è ãîìîòîïíîå åìó h1) íåëüçÿ ïðîäîëæèòü ñ X íà B(X) �
ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàæåì åù¼ îäíó òåîðåìó î ïîêðûòèÿõ:

Òåîðåìà 2.30. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå Z2-ïðîñòðàíñòâî
X c èíäåêñîì hindX = n ïîêðûòî ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ F = {U1, U2, . . . , UN}. Ïóñòü íèêàêîå Ui íå ñîäåðæèò àí-
òèïîäàëüíûõ òî÷åê. Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî êî-
ëè÷åñòâî ìíîæåñòâ Ui, ñîäåðæàùèõ x èëè σ(x), íå ìåíåå n+ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå çàìåíèì ïîêðûòèå
íà íàáîð ôóíêöèé fi : X → R+. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g(x) =
f(x)−f(σ(x)) è ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî x ∈ X íå áîëåå n+ 1 êîîðäèíàòû g(x) îòëè÷íî îò íóëÿ.

Òîãäà c ó÷¼òîì óñëîâèé, ÷òî ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò
g(x) ðàâíà 1, à ñóììà îòðèöàòåëüíûõ ðàâíà −1, g äà¼ò ýêâèâàðèàíò-
íîå îòîáðàæåíèå X â íåêîòîðûé n−1-ìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ. Èíäåêñ n − 1-ìåðíîãî êîìïëåêñà ñî ñâîáîäíûì Z2-äåéñòâèåì
ïî îïðåäåëåíèþ íå ïðåâîñõîäèò n−1, çíà÷èò ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå
ñ ëåììàìè 2.14 è 2.13.
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Ñôîðìóëèðóåì åù¼ îäíó òåîðåìó, íåñêîëüêî óòî÷íÿþùóþ òåîðå-
ìó Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà î êàòåãîðèè RP n.

Îïðåäåëåíèå. Èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî U ⊆ X Z2-ïðîñòðàíñòâà
X íàçîâ¼ì íåñóùåñòâåííûì, åñëè g(U) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðè îïðåäåëåíèè ãîìîëîãè÷åñêîãî èíäåêñà èñ-
ïîëüçîâàòü êîãîìîëîãèè ×åõà, òî g(U) = 1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
hindU = 0. Ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.27.

Ñëåäñòâèå 2.31. Ïóñòü êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå Z2-ïðîñòðàíñòâî
X ïîêðûòî ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ íåñóùåñòâåííûõ èíâàðèàíò-
íûõ ìíîæåñòâ F = {U1, U2, . . . , UN}. Òîãäà N ≥ g(X) è åñëè N =
g(X), òî âñå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà F èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå àíàëîã òåîðåìû 2.29 äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ìîæíî ñðàâíèòü ýòî îáùåå òîïîëîãè÷åñêîå óòâåðæäåíèå ñ
ðåçóëüòàòàìè ðàçäåëà 5.2, ãäå äàíî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïðî
ïðîèçâåäåíèå ñèìïëåêñîâ.

Òåîðåìà 2.32. Ïóñòü êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå Z2-ïðîñòðàíñòâà
X è Y èìåþò èíäåêñû hindX = n, hindY = m, m ≥ n è ïðîèç-
âåäåíèå B(X)×B(Y ) ïîêðûòî ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
F = {Vij}i∈[n+2],j∈[m+2]. Îáîçíà÷èì ïðîåêöèè πX : B(X) × B(Y ) →
B(X), πYB(X)×B(Y )→ B(Y ).

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî i ∈ [n + 2] ïðîåêöèÿ πX(
⋃
j∈[m+2] Vij) ∩ X íå

ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê è äëÿ ëþáîãî j ∈ [m+2] ïðîåêöèÿ
πY (
⋃
i∈[n+2] Vij) ∩ Y òàêæå íå ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê.

Ïóñòü {ai}i∈[n+2] � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ñóììà êîòî-
ðûõ ðàâíà m+ 2. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå σ : [m+ 2]→
[n+ 2], ÷òî

∀i ∈ [n+ 2] |σ−1(i)| = ai è
⋂

j∈[m+2]

Uσ(j)j 6= ∅.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïîíàäîáèòñÿ îáîáù¼ííàÿ ëåì-
ìà Õîëëà [98] î ïàðîñî÷åòàíèÿõ.

Ëåììà 2.33. Ïóñòü â äâóäîëüíîì ãðàôå ìíîæåñòâî âåðøèí ðàç-
áèòî íà V ∪W , ãäå |V | = n, |W | = m (m ≥ n), è äàíî îòîáðàæåíèå
a : V 7→ N, ãäå

∑
v∈V a(v) = m. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî V ′ ⊆ V

ìíîæåñòâî âåðøèí èç W , ñîåäèí¼ííûõ õîòü ñ îäíîé âåðøèíîé èç
V ′ èìååò ìîùíîñòü íå ìåíåå

∑
v∈V ′ a(v). Òîãäà íàéä¼òñÿ îòîáðà-

æåíèå σ : W 7→ V òàêîå, ÷òî ∀w ∈ W (w, σ(w)) ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì
è ∀v ∈ V |σ−1(v)| = a(v).

Ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáû÷íîé ëåììû Õîëëà, åñëè êàæäóþ
âåðøèíó v ∈ V ïðåâðàòèòü â a(v) åå êëîíîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.32. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 2.29, ïåðåéä¼ì îò ïîêðûòèé ê ôóíêöèÿì φij : B(X)×B(Y )→ R+

ñ åäèíè÷íîé ñóììîé.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèè fi =

∑
j∈[m+2] φij è gj =

∑
i∈[n+2] φij. Êàê

è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.29, îòîáðàæåíèÿ f è g ìîæíî ñ÷èòàòü
îòîáðàæåíèÿìè B(X) × B(Y ) â n + 1 è m + 1-ìåðíûå ñèìïëåêñû
ñîîòâåòñòâåííî, è åñëè îáîçíà÷èòü îòîáðàæåíèÿ

iX : B(X)→ B(X)×B(Y ) iX(x) = x× y0

è
iY : B(Y )→ B(X)×B(Y ) iY (y) = x0 × y,

òî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.28 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ

i∗X ◦ f ∗ : Hn+1(∆n+1, ∂∆n+1)→ Hn+1(B(X), X))

è
i∗Y ◦ g∗ : Hm+1(∆m+1, ∂∆m+1)→ Hm+1(B(Y ), Y ))
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íåòðèâèàëüíû, à çíà÷èò, ïî ôîðìóëå Êþííåòà, íåòðèâèàëüíî è îòîá-
ðàæåíèå

(f × g)∗ : Hn+m+2(∆n+1 ×∆m+1, ∂
(
∆n+1 ×∆m+1

)
)→

→ Hn+m+2(B(X)×B(Y ), X ×B(Y ) ∪B(X)× Y ).

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.29 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f×
g ñþðúåêòèâíî. Ðàññìîòðèì òîãäà ïðîîáðàç òî÷êè(

a1

m+ 2
, . . . ,

an+2

m+ 2

)
×
(

1

m+ 2
, . . . ,

1

m+ 2

)
∈ ∆n+1 ×∆m+1,

� ïóñòü ýòî òî÷êà p. Äëÿ ìàòðèöû {φij(p)}, ðàññìàòðèâàåìîé êàê
ìàòðèöà âçâåøåííîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåì-
ìû 2.33, ÷òî äà¼ò íàì èñêîìîå îòîáðàæåíèå σ.



Ãëàâà 3

Òîïîëîãèÿ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé

Â ýòîé ãëàâå áóäóò äîêàçàíû íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ î òîïîëîãèè
âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè ðåçóëüòàòàìè. Îíè
áóäóò èñïîëüçîâàíû äàëåå â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

3.1 Òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ ïî-

ñëîéíûõ îòîáðàæåíèé

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷-
êå, â êîòîðîì ôèãóðèðóþò íåñêîëüêî ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé ïðî-
ñòðàíñòâà øàðîâ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Ïðèâåä¼ííûå â ýòîé ãëàâå
òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Êîãîìîëîãèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2 èëè Z,
åñëè ðàññëîåíèå îðèåíòèðîâàíî.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå πV : V → X è ÷èñ-
ëî k ≥ 0, ïðè÷¼ì äëÿ êëàññà Ýéëåðà âûïîëíÿåòñÿ e(V )k 6= 0. Ïóñòü

38
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äàíî k + 1 ïîñëîéíîå íåïðåðûâíîå (íàä òîæäåñòâåííûì) îòîáðà-
æåíèå fi : B(V ) → B(V ) (i = 1, . . . , k + 1). Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà
x ∈ B(V ), äëÿ êîòîðîé

x = f1(x) = . . . = fk+1(x).

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå âàðèàíò ýòîé òåîðåìû, áîëåå óäîáíûé äëÿ
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå πV : V → X è
÷èñëî k ≥ 0, ïðè÷¼ì äëÿ êëàññà Ýéëåðà âûïîëíÿåòñÿ e(V )k 6= 0.
Ïóñòü äàíû k + 1 ïîñëîéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå fi : V → V
(i = 1, . . . , k + 1) è ÷èñëî M ∈ R, îáëàäàþùèå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
äëÿ âåêòîðîâ x ∈ V , ó êîòîðûõ |x| ≥M ,

(x, f1(x)− x) < 0.

Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ V , äëÿ êîòîðîé

x = f1(x) = . . . = fk+1(x).

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé òåîðåìå òîëüêî îäíî îòîáðàæåíèå äîëæ-
íî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì, ãàðàíòèðóþùèì äëÿ íåãî íåïîäâèæíóþ
òî÷êó â êàæäîì ñëîå. Îñòàëüíûå âîîáùå ìîãóò áûòü ëþáûìè ïî-
ñëîéíûìè íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Ïðè ìíîæåñòâå X, ñîñòîÿùèì èç îäíîé òî÷êè, èç òåîðåì 3.1 è
3.2 ïîëó÷àþòñÿ âàðèàíòû îáû÷íîé òåîðåìû Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé
òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåî-
ðåìó äëÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X. Åñëè êëàññ e(V )k 6= 0 â êî-
ãîìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâà X, òî ýòîò êëàññ íå ðàâåí íóëþ è â êîãî-
ìîëîãèÿõ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà X, òàê êàê ìû
ðàññìàòðèâàåì ñèíãóëÿðíûå êîãîìîëîãèè.
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Çàìåíèì â êàæäîì ñëîå îòîáðàæåíèÿ fi íà èõ êîìïîçèöèè ñ ãî-
ìîòåòèÿìè ñ êîýôôèöèåíòîì (1 − ε). Åñëè äëÿ íîâûõ îòîáðàæåíèé
ïðè ëþáîì ε > 0 òåîðåìà âåðíà, òî èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè
îíà âåðíà è äëÿ èñõîäíûõ îòîáðàæåíèé. Òàê ÷òî äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî
fi : B(V )→ B(V ) \ S(V ).

Òåïåðü âîçüì¼ì ðàññëîåíèå V ′, èíäóöèðîâàííîå èç V íàä B(V )
ïðîåêöèåé íà X. Îòîáðàæåíèå s1 : B(V ) → V ′, çàäàííîå ôîðìóëîé
s1 : x 7→ x− f1(x), äà¼ò ÷àñòè÷íîå ñå÷åíèå (V ′, s1) íàä (B(V ), S(V )),
êîòîðîå ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñòàíäàðòíîìó ÷àñòè÷íîìó ñå-
÷åíèþ (V ′, s0), ãäå s0 : x 7→ x. Çíà÷èò êëàññ e(V ′, s1), êàê è e(V ′, s0),
ðàâåí êëàññó Òîìà u(V ) ∈ H∗(B(V ), S(V )), ÷òî ñëåäóåò ïðÿìî èç
îïðåäåëåíèÿ êëàññà Ýéëåðà ÷àñòè÷íîãî ñå÷åíèÿ è ïðèâåä¼ííîé âû-
øå ÿâíîé êîíñòðóêöèè ïàðû (BO(m), BO(m− 1)).

Äàëåå ïî ëåììå 2.4 è èçîìîðôèçìó Òîìà ïîëó÷àåì, ÷òî

e(V ′ ⊕ V ′k, s1 ⊕ 0) = u(V )e(V ′)k 6= 0.

Çíà÷èò, ñå÷åíèå s1 ⊕ 0 íåëüçÿ ïðîäîëæèòü äî íåíóëåâîãî ñå÷åíèÿ
ðàññëîåíèÿ V ′ ⊕ V ′k íàä B(V ).

Ðàññìîòðèì òàêæå ñå÷åíèÿ si (i = 2, . . . , k+1) ðàññëîåíèÿ V ′ íàä
B(V ), îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëå

si : x 7→ fi(x)− f1(x).

Ñå÷åíèå s1 ⊕ s2 ⊕ . . . ⊕ sk+1 ãîìîòîïíî íàä S(V ) ñå÷åíèþ s1 ⊕ 0
(íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü ãîìîòîïèþ s1 ⊕ ts2 ⊕ . . .⊕ tsk+1 ïðè
t ∈ [0, 1]). Çíà÷èò åãî òîæå íåëüçÿ ïðîäîëæèòü äî íåíóëåâîãî ñå÷åíèÿ
V ′k+1 íàä B(V ). Ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ B(V )

x = f1(x) = . . . = fk+1(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû âîçü-
ì¼ì øàðû â ðàññëîåíèè V ðàäèóñà M , äàëåå äåéñòâóåì òàêæå, êàê â
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1.

Ïî÷òè âñå ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ âåðíûìè, òàê êàê íèãäå íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ, ÷òî îáðàç fi ëåæèò âB(V ), à íå ïðîñòî â V . Åäèíñòâåííîå
èñêëþ÷åíèå � äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ñå÷åíèå s1 : x 7→ x − f1(x)
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñòàíäàðòíîìó ÷àñòè÷íîìó ñå÷åíèþ s0 :
x 7→ x. Íî â óñëîâèÿõ ýòîé òåîðåìû ñå÷åíèÿ ìîæíî ñîåäèíèòü ãîìî-
òîïèåé (1− t)s0 + ts1, êîòîðàÿ íå îáðàùàåò ñå÷åíèÿ â íóëü íàä S(V ),
ïîýòîìó ýòî óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî.

3.2 Òîïîëîãèÿ ãðàññìàíèàíîâ è êàíîíè÷å-

ñêèõ ðàññëîåíèé íàä íèìè

Â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàíî ïîíÿòèå k-ïëîñêîñòè
â Rn, ñëåäîâàòåëüíî, íàäî îïðåäåëèòü íåêîòîðóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
ìíîæåñòâà k-ïëîñêîñòåé.

Îïðåäåëåíèå. k-ïëîñêîñòüþ â Rn íàçîâ¼ì àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè k â Rn.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî âñåõ k-ïëîñêîñòåé â Rn. Êàæäîé òà-
êîé ïëîñêîñòè α ìîæíî ñîïîñòàâèòü åäèíñòâåííîå îðòîãîíàëüíîå åé
(n−k)-ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî g(α) ⊂ Rn è åäèíñòâåííóþ
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ α ∩ g(α). Òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî k-ìåðíûõ
àôôèííûõ ïëîñêîñòåé îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì γn−kn êà-
íîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä âåùåñòâåííûì ãðàññìàíèàíîì Gn−k

n . Â
äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîñòåé íàäåë¼ííûì òî-
ïîëîãèåé γn−kn .

Åñëè íàì íóæíî ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî îðèåíòèðîâàííûõ k-
ïëîñêîñòåé, òî îíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðî-
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ñòðàíñòâîì γn−1
n

+ êàíîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä îðèåíòèðîâàííûì
ãðàññìàíèàíîì Gn−k

n
+
.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, γ = γn−kn (ãðàññìàíèàí îðè-
åíòèðîâàííûé, åñëè p íå÷¼òíî). Äëÿ êëàññà Ýéëåðà e(γ) ïî ìîäóëþ
p âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

e(γ)k 6= 0 ∈ Hn(n−k)(Gn−k
n , Zp),

åñëè p = 2 èëè n− k ÷¼òíî.

Ýòà ëåììà äëÿ p = 2 äîêàçàíà â [80]. Ñëó÷àé îäíîâðåìåííî íå÷¼ò-
íûõ p è n äîêàçàí â [69].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ ÿñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé íå÷¼òíîãî p è îðèåíòèðîâàííîãî ãðàññìàíèàíà
Gn−1
n

+. Ïóñòü l = n− k.
Èñïîëüçóåì ìåòîä òåñòîâûõ ñå÷åíèé.
Ìíîãîîáðàçèå Gl

n
+
èìååò ðàçìåðíîñòü kl, íàä íèì åñòü kl-ìåðíîå

ðàññëîåíèå γ ⊕ · · · ⊕ γ = kγ (k-êðàòíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà γ).
Âîçüì¼ì k îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ f1, f2, . . . , fk ∈ Rn è ðàñ-

ñìîòðèì ñå÷åíèÿ γ, çàäàííûå ïðîåêöèÿìè ýòèõ âåêòîðîâ fi íà ñîîò-
âåòñòâóþùåå l-ïîäïðîñòðàíñòâî L ∈ Gl

n
+
.

Ïîëó÷åííûå ñå÷åíèÿ òàêæå îáîçíà÷èì f1, . . . , fk. Âìåñòå îíè äàþò
ñå÷åíèå f = (f1, f2, . . . , fk) ðàññëîåíèÿ kγ.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî f èìååò äâà íóëÿ íà Gl
n

+
. Îíè ñîîòâåòñòâó-

þò l-ïîäïðîñòðàíñòâó L, îðòîãîíàëüíîìó ê fi, ñ äâóìÿ âîçìîæíûìè
îðèåíòàöèÿìè.

Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , el ∈ L. Ïóñòü e1∧ . . .∧
el∧f1∧. . .∧fk ïîëîæèòåëüíî îòíîñèòåëüíî îðèåíòàöèè Rn. Ýëåìåíòû
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Gl
n

+
, áëèçêèå ê L ìîæíî îäíîçíà÷íî îïèñàòü ñëåäóþùèìè áàçèñàìè

e′1 = e1 + x11f1 + · · ·+ x1kfk
. . .

e′l = el + xl1f1 + · · ·+ xlkfk,

ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ Gl
n

+
çàäàíà (ïðîèçâåäåíèå ïî ñòðîêàì)

ω = dx11 ∧ dx12 ∧ . . . ∧ dx1k ∧ . . . ∧ dxl1 ∧ . . . ∧ dxlk.

Ñå÷åíèå f ðàññëîåíèÿ kγ ëîêàëüíî èìååò âèä îòîáðàæåíèÿ Gl
n

+ →
Rlk (ïîðÿäîê ïî ñòîëáöàì)

(x11, x21, . . . , xl1)⊕ · · · ⊕ (x1k, x2k, . . . , xlk).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñå÷åíèÿ f ÿâëÿåòñÿ
ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâêè, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò ïðè çàìåíå ïîðÿäêà ïî
ñòðîêàì íà ïîðÿäîê ïî ñòîëáöàì. Äåòåðìèíàíò òàêîé ìàòðèöû ðàâåí
÷¼òíîñòè ïåðåñòàíîâêè I = ±1 � ýòî è áóäåò èíäåêñ äàííîãî íóëÿ f .

Òåïåðü íóæíî ðàññìîòðåòü áàçèñ L ñ äðóãîé îðèåíòàöèåé, äëÿ
ñå÷åíèÿ f ′ = (f2, f1, . . . , fk) èíäåêñ áóäåò òîò æå. Ïåðåñòàíîâêà f1 è
f2 íå ìåíÿåò èíäåêñ, òàê êàê ïî óñëîâèþ l ÷¼òíî. Ïîýòîìó ó âòîðîãî
íóëÿ òîò æå èíäåêñ I.

Â èòîãå ïîëó÷àåì e(kγ) = e(γ)k = I[Gl
n

+
] = ±2[Gl

n
+

], ÷òî íå
ðàâíî íóëþ ïî ìîäóëþ íå÷¼òíûõ ïðîñòûõ.

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðàññìàíèàíó. Â âåêòîð-
íîì ðàññëîåíèè γn−kn → Gn−k

n äåéñòâóåò Z2 îòîáðàæåíèåì x 7→ −x
â êàæäîì ñëîå. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ñôåð S(γn−kn ) è âû÷èñëèì
åãî èíäåêñ.

Ëåììà 3.4. hindZ2
S(γn−kn ) = n− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî S(γn−kn ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðî-
ñòðàíñòâî ïàð (n, L), ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð, à L � îðòîãîíàëü-
íîå åìó k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñóùåñòâó-
åò ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå S(γn−kn ) â (n − 1)-ìåðíóþ ñôåðó è
hindS(γn−kn ) ≤ n− 1.

Êîãîìîëîãèè H∗G(S(γn−kn ), Z2) âû÷èñëèì êàê êîãîìîëîãèè ïðî-
ñòðàíñòâà G1,k

n = S(γn−kn )/Z2, êîòîðîå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðî-
ñòðàíñòâîì ïàð (l, L), ãäå l � îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn, à L
� îðòîãîíàëüíîå åìó k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Îòîáðàæåíèå π : (l, L) 7→ l ïðîåöèðóåò G1,k
n íà RP n−1, ïðè ýòîì

ëåãêî âèäåòü, ÷òî îäíîìåðíàÿ îáðàçóþùàÿ u êîãîìîëîãèéH∗(RP n−1, Z2) =
Λ2/InΛ2 êàê ðàç è äàñò ïðè îòîáðàæåíèè π∗ ýëåìåíò u ∈ H∗(G1,k

n , Z2),
äëÿ êîòîðîãî íóæíî äîêàçàòü un−1 6= 0. Ïðè ïðîåêöèè π ïðîñòðàí-
ñòâîG1,k

n îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
â ñëîÿõ êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ η → RP n−1. Íî òîãäà
îòîáðàæåíèå π â êîìïîçèöèè ñ íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì ρ : F (η)→
G1,k
n äà¼ò åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå πF : F (η) → RP n−1 ïðîñòðàí-

ñòâà ôëàãîâ ðàññëîåíèÿ η. Èçâåñòíî (ñì. [92]), ÷òî îòîáðàæåíèå π∗F
êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè Z2 èíúåêòèâíî. Çíà÷èò è îòîáðà-
æåíèå Z2-êîãîìîëîãèé π∗ èíúåêòèâíî è un−1 6= 0 â êîãîìîëîãèÿõ
G1,k
n .

Òàêæå â îáîçíà÷åíèÿõ ðàçäåëà 2.8 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó

Ëåììà 3.5. Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå B(S(γn−kn )) â ïðîñòðàíñòâî
øàðîâ ðàññëîåíèÿ γn−kn B(γn−kn ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïàðà (s, t) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò B(S(γn−kn )),
òî îòîáðàçèì åå â (1− t)s− ts ∈ B(γn−kn ), çàìåòèì, ÷òî ïàðà (−s, 1−
t) ïåðåéä¼ò â òó æå òî÷êó è òàêèì îáðàçîì çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèå
B(S(γn−kn ))→ B(γn−kn )

Èç óòâåðæäåíèé ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìîæíî âûâåñòè
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ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ïîêðûòèÿõ ïðîñòðàíñòâà ñôåð èëè øàðîâ êà-
íîíè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä ãðàññìàíèàíîì.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü S(γn−kn ) ïîêðûòî ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ F = {U1, U2, . . . , Un+1}. Ïóñòü íèêàêîå Ui íå ñîäåðæèò àí-
òèïîäàëüíûõ òî÷åê. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ñåìåéñòâà {Ui}
íà äâà íåïóñòûõ ñåìåéñòâà F1 è F2 íàéä¼òñÿ òî÷êà c ∈ S(γn−kn )
òàêàÿ, ÷òî c ∈

⋂
F1 è σ(c) ∈

⋂
F2. Êðîìå òîãî, åñëè ïîêðû-

òèå F èíäóöèðîâàíî èç íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ïîêðûòèÿ G =
{V1, V2, . . . , Vn+1} ïðîñòðàíñòâà B(γn−kn ), òî ñåìåéñòâî G èìååò
îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç òåîðåì 2.29
è 3.4, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè íàäî ïðèìåíèòü ëåììó 3.5 è
èç ïîêðûòèÿ B(γn−kn ) ïîëó÷èòü ïîêðûòèå B(S(γn−kn )).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îðèåíòèðîâàííûé ãðàññìàíèàí Gk
n

+
. Íà íåì

Z2 äåéñòâóåò ñìåíîé îðèåíòàöèè. Çàìåòèì, ÷òî âçÿòèå îðòîãîíàëüíî-
ãî äîïîëíåíèÿ äà¼ò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì Gk

n
+ ∼ Gn−k

n
+
, ïåðå-

ñòàíîâî÷íûé ñ îïåðàöèåé çàìåíû îðèåíòàöèè. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ Z2-èíäåêñà îðèåíòèðîâàííîãî ãðàññìàíèàíà äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àé 2k ≤ n. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñóììèðóåò ñâåäåíèÿ îá
èíäåêñå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàññìàíèàíà èç ðàáîò [28, 29].

Ëåììà 3.7. Ïóñòü 2k ≤ n è 2s � ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè
2s ≥ n.

1) Åñëè k = 1, òî hindG1
n

+
= hindSn−1 = n− 1;

2) Åñëè k = 2, òî hindGk
n

+
= 2s − 2;

3) Åñëè k > 2, òî ïðè n = 2k = 2s 2s−1 ≤ hindGk
n

+ ≤ 2s − 1, â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ 2s − 2 ≤ hindGk
n

+ ≤ 2s − 1.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ hindGk
n

+ ≥ n−k è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëü-
êî ïðè k = 1 èëè k = 2 è n = 2s.



Ãëàâà 4

Òåîðåìû òèïà Òâåðáåðãà

Â ýòîé ãëàâå äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåìû î öåíòðàëüíîé òî÷êå èç [46,
49, 24] (ñì. òàêæå îáçîð [17] èëè êíèãó [79]), òåîðåìû î öåíòðàëüíîé
òðàíñâåðñàëè èç [65, 81, 82].

Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííûå òåîðåìû î öåíòðàëüíîé
òî÷êå, â êîòîðûõ âìåñòî ìåð íà ìíîæåñòâå òî÷åê ðàññìàòðèâàþòñÿ
ìåðû íà ìíîæåñòâå ãèïåðïëîñêîñòåé èëè ïëîñêîñòåé íåêîòîðîé äàí-
íîé ðàçìåðíîñòè.

Äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ è àíàëîãè òåîðåìû Òâåðáåð-
ãà èç [58] è öâåòíîé òîïîëîãè÷åñêîé òåîðåìû Òâåðáåðãà èç [67].

Äîêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ãèïîòåçû Òâåðáåðãà è Âðå÷èöû î
òðàíñâåðñàëè � â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâà ðàçáèåíèé ri â ýòîé ãèïî-
òåçå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè îäíîãî è òîãî æå ïðîñòîãî ÷èñëà. Ýòà ãèïî-
òåçà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Òâåðáåðãîì â 1989 ãîäó íà Ñèìïîçèóìå
ïî êîìáèíàòîðèêå è ãåîìåòðèè â Ñòîêãîëüìå. Â ïå÷àòíîé ïóáëèêà-
öèè ãèïîòåçà ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå [59], â êîòîðîé áûë äîêàçàí
íåêîòîðûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé ãèïîòåçû. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó-
÷àè áûëè äîêàçàíû â ðàáîòàõ [69, 62].

Äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëÿõ,
îáîáùàþùèå êëàññè÷åñêèå òåîðåìû î íåâëîæèìîñòè òèïà Âàí-Êàìïåíà-
Ôëîðåñà [60, 22].

46
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Äîêàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííûå òåîðåìû Òâåðáåðãà, â èõ ôîðìóëè-
ðîâêå âìåñòî òî÷åê ó÷àñòâóþò ãèïåðïëîñêîñòè.

Îñíîâíîé èäååé äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå íåêîòîðî-
ãî ýêâèâàðèàíòíîãî ðàññëîåíèÿ, îáðàùåíèå â íóëü ñå÷åíèÿ êîòîðîãî
ýêâèâàëåíòíî òðåáóåìîé òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ. Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ
êëàññ Ýéëåðà äàííîãî ðàññëîåíèÿ ñ àêòèâíûì èñïîëüçîâàíèåì ñâîé-
ñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè.

4.1 Êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà è ðàñ-

ñëîåíèÿ â òåîðåìàõ òèïà Òâåðáåðãà

Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî èíäåêñîâ [n] = {1, 2, . . . , n}.
Îïèøåì êîíñòðóêöèè, ðàíåå èñïîëüçîâàííûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

òîïîëîãè÷åñêîé âåðñèè òåîðåìû Òâåðáåðãà, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [74]
è êíèãó [44].

Äëÿ íà÷àëà ïîñòðîèì ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G = (Zp)
k, èç êî-

òîðûõ áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ýêâèâàðèàíòíûå ðàññëîåíèÿ. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V è öåëîå ÷èñëî n > 0.

Îïðåäåëåíèå. Âîçüì¼ì ïðîñòðàíñòâîRn ñ êîîðäèíàòàìè (t1, . . . , tn)
è ðàññìîòðèì â íåì ïëîñêîñòü An, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

t1 + t2 + . . .+ tn = 1.

Åñëè íàäî ñ÷èòàòü An ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî íà÷àëî êîîðäè-
íàò áóäåì ïîìåùàòü â òî÷êó (1/n, 1/n, . . . , 1/n).

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V è öåëîãî ÷èñëà n >
0 îïðåäåëèì

JnA(V ) = nV ⊕ An,
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ãäå çàïèñü nV îçíà÷àåò ïðÿìóþ ñóììó n ýêçåìïëÿðîâ V . Ïðîñòðàí-
ñòâî V ìîæíî âëîæèòü â JnA(V ) ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ

v 7→ v ⊕ v ⊕ . . .⊕ v ⊕ (1/n, . . . , 1/n)

è ðàññìîòðåòü îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

JnA(V ) = V ⊕Dn
A(V ).

Íà ñàìîì äåëå JnA(V ) ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé îáîëî÷êîé n-êðàòíîãî
äæîéíà V ∗ V ∗ · · · ∗ V .

Äåéñòâèå ëþáîé ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå èíäåêñîâ [n] îïðåäåëÿåò
äåéñòâèå íà nV ïåðåñòàíîâêàìè ñëàãàåìûõ è äåéñòâèå íà An ïåðå-
ñòàíîâêàìè êîîðäèíàò. Ñëàãàåìîå V â ñóììå JnA(V ) = V ⊕ Dn

A(V )
ïðè ýòèõ ïåðåñòàíîâêàõ âñåãäà íåïîäâèæíî. Åñëè ãðóïïà G äåéñòâó-
åò òðàíçèòèâíî íà [n], òî åå ïðåäñòàâëåíèå Dn

A(V ) íå èìååò òðèâè-
àëüíûõ ñëàãàåìûõ.

Ïóñòü n = pk, îòîæäåñòâèì íåêîòîðûì îáðàçîì ìíîæåñòâî èç n
ýëåìåíòîâ [n] (n = pk) c G = (Zp)

k è ïîëó÷èì äåéñòâèå G íà [n]
ñäâèãàìè. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå Dn

A(V ) ãðóïïû G íå èìååò òðèâèàëü-
íûõ ñëàãàåìûõ è ïî ëåììå 2.11 åãî êëàññ Ýéëåðà e(Dn

A(V )) 6= 0 ∈
H∗G(pt, Zp).

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ
(ñì. [44], ãäå ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ î÷åíü ïîäðîáíî), êîòîðûå ïðè-
ìåíÿëèñü ðàíåå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà öâåòíîé è îáû÷íîé òåîðåì Òâåð-
áåðãà, è êîòîðûå áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ â ýòîì ðàçäåëå â äîêàçàòåëü-
ñòâàõ àíàëîãîâ òåîðåìû Òâåðáåðãà.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K îïðåäåëèì âû-
ðåçàííûé (deleted â àíãëîÿçû÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ) n-êðàòíûé äæîéí
K∗n∆ êàê êîìïëåêñ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (K) × [n] è ìíîæåñòâîì
ñèìïëåêñîâ

σ = σ1 × {1} ∪ σ2 × {2} . . . ∪ σn × {n},
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ãäå σ1, . . . , σn � ïîïàðíî äèçúþíêòíûå ñèìïëåêñû K.

Ïðîñòðàíñòâî EGN èçîìîðôíî êàê ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
âûðåçàííîìó n-êðàòíîìó äæîéíóN−1-ìåðíîãî ñèìïëåêñà (∆N−1)∗n∆ .
Ãðóïïà G äåéñòâóåò íà äæîéíå ïåðåñòàíîâêàìè ñîìíîæèòåëåé.

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ öâåò-
íîé òåîðåìû Òâåðáåðãà. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñK(s, t), ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ðàâíî [s]×[t], ïåðâàÿ êîîð-
äèíàòà äà¼ò öâåò âåðøèíû. Ñèìïëåêñû K(s, t) � ýòî òàêèå ïîäìíî-
æåñòâà K(s, t), êîòîðûå ñîäåðæàò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû êàæäîãî
öâåòà.

Êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ öâåòíîé òåîðåìû Òâåð-
áåðãà áóäåò r-êðàòíûé âûðåçàííûé äæîéí L(s, t, r) = K(s, t)∗r∆ . Ýòî
ïðîñòðàíñòâî rs−2-ñâÿçíî ïðè óñëîâèè t ≥ 2r−1 (ñì. [67]), à çíà÷èò,
ïî ëåììå 2.17, îòîáðàæåíèå

Λp(k)→ H∗G(L(s, t, r), Zp)

èíúåêòèâíî â ðàçìåðíîñòÿõ ≤ rs− 1.

4.2 Òåîðåìà Òâåðáåðãà äëÿ òðàíñâåðñàëåé

Ñôîðìóëèðóåì ãèïîòåçó Òâåðáåðãà î òðàíñâåðñàëÿõ.

Ãèïîòåçà 4.1. Ïóñòü 0 ≤ m ≤ d − 1 è S0, S1, . . . , Sm � m + 1 êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî â Rd, òàêîå ÷òî |Si| = (ri − 1)(d − m + 1) +
1. Òîãäà êàæäîå ìíîæåñòâî Si ìîæíî ðàçäåëèòü íà ri ÷àñòåé
Si1, Si2, . . . , Siri òàê ÷òî âñå âûïóêëûå îáîëî÷êè {convSij}i,j ìîæíî
ïåðåñå÷ü îäíîé m-ïëîñêîñòüþ.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [69, 62], äîêàæåì ÷àñòíûé ñëó÷àé
ýòîé ãèïîòåçû â áîëåå îáùåé òîïîëîãè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå. Íàïîì-
íèì îïðåäåëåíèå
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Îïðåäåëåíèå. Íîñèòåëåì òî÷êè x â ñèìïëèöèàëüíîì êîìïëåêñåK
íàçîâ¼ì ìèíèìàëüíóþ ãðàíü K, ñîäåðæàùóþ x.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü 0 ≤ m ≤ d − 1 è ÷èñëà ri (i = 0, . . . ,m)
ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè îäíîãî è òîãî æå ïðîñòîãî ÷èñëà ri = pki.
Åñëè p íå÷¼òíî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû d−m áûëî ÷¼òíûì.

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . ,m fi îòîáðàæàåò íåïðåðûâíî (ri−
1)(d−m+ 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ ∆i = ∆(ri−1)(d−m+1) â ïðîñòðàíñòâî
Rd.

Òîãäà íà êàæäîì ñèìïëåêñå ∆i íàéä¼òñÿ ri òî÷êà xi1, xi2, . . . , xiri ∈
∆i ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè òàê, ÷òî âñå {fi(xij)}i,j
ñîäåðæàòñÿ â îäíîé m-ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ i = 0, . . . ,m Gi = (Zp)
ki, Ni = (ri −

1)(d−m+ 1) + 1.
Îáîçíà÷èì l = d−m. Åñëè p íå÷¼òíî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü îðè-

åíòèðîâàííûé ãðàññìàíèàí, äëÿ p = 2 áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîðè-
åíòèðîâàííûé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàáîðû ïî ri òî÷åê â êàæäîì ∆i, òàê ÷òîáû
âñå òî÷êè èìåëè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ íîñèòåëè. Äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ri-
êðàòíûå âûðåçàííûå äæîéíû EGNi

= (∆Ni−1)∗ri∆ â êà÷åñòâå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ, ñëåäóÿ [44].

Äëÿ âñÿêîãî l-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà V ⊆ Rd ðàñ-
ñìîòðèì îòîáðàæåíèå âûðåçàííûõ äæîéíîâ

hi,V : EGNi
→ JriA (V ),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äæîéíîì îòîáðàæåíèÿ fi, òàê êàê J
ri
A (V ) ñîäåðæèò

ri-êðàòíûé äæîéí V .
ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ hi,V ýêâèâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåé-

ñòâèÿ Gi. Âîçüì¼ì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýòèõ îòîáðàæåíèé è
ïîëó÷èì G = G0 × · · · ×Gm-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå

h0,V × · · · × hm,V : EGN0
× · · · × EGNm

→ Jr0A (V )⊕ · · · ⊕ JrmA (V ).
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Ðàññìîòðåâ çàâèñèìîñòü îòîáðàæåíèÿ h0,V ×· · ·×hm,V îò V ∈ Gl
d,

ìû ïîëó÷àåì ýêâèâàðèàíòíîå ñå÷åíèå G-âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ

πξ : ξ = Jr0A (γ)⊕ · · · ⊕ JrmA (γ)→ EGN0
× · · · × EGNm

×Gl
d.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

ξ = Dr0
A (γ)⊕ · · · ⊕Drm

A (γ)⊕ (m+ 1)γ.

Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ äèàãîíàëüíîãî âëîæåíèÿ γ → (m+1)γ èìååì
ðàçëîæåíèå (m+ 1)γ = γ∆ ⊕ η. Äàëåå âûáèðàåì íåêîòîðûé èçîìîð-
ôèçì ìåæäó η è mγ, â ìàòðè÷íîé ôîðìå îí ìîæåò çàäàâàòüñÿ íåêî-
òîðûì îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì â îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè âåêòîðà
(1, . . . , 1) â Rm+1.

Îáîçíà÷èì

πζ : ζ = Dr0
A (γ)⊕ · · · ⊕Drm

A (γ)⊕ η → EGN0
× · · · × EGNm

×Gl
d.

Çàìåòèì, ÷òî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííîå âûøå ñå÷åíèå
ðàññëîåíèÿ â ïðîåêöèè íà ζ èìååò íóëü. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó-
÷àå ïîëó÷èì íåêîòîðîå V è m+ 1 òî÷êó yi ∈ EGNi

. Âñïîìíèâ îïèñà-
íèå EGNi

÷åðåç âûðåçàííûé äæîéí, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ i = 0, . . . ,m
yi ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé êîìáèíàöèåé

yi = ci1xi1 ⊕ · · · ⊕ cirixiri

òî÷åê èç ∆i ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè. Óñëîâèå íà-

ëè÷èÿ íóëÿ ó ñå÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ âñåõ i è j cij =
1

ri
è ïðîåêöèè fi(xij) íà V äàþò îäíó è òó æå òî÷êó v. Ðàññìàòðèâàÿ
m-ïëîñêîñòü â Rd îðòîãîíàëüíóþ V â òî÷êå v, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Òåïåðü îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî êëàññ Ýéëåðà

e(ζ) ∈ H∗G(EGN0
× · · · × EGNm

×Gl
d, Zp)
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íå ðàâåí íóëþ. Ïî ëåììå 3.3 e(η) 6= 0 ∈ H∗(Gl
d, Zp). Òàêæå ðàññìàò-

ðèâàÿ âëîæåíèå ñ ôèêñèðîâàííûì V ∈ Gl
d

g : EGN0
× · · · × EGNm

→ EGN0
× · · · × EGNm

×Gl
d

ìû ïîëó÷àåì èíäóöèðîâàííîå ðàññëîåíèå

β = g∗(Dr0
A (γ)⊕ · · · ⊕Drm

A (γ))→ EGN0
× · · · × EGNm

,

ÿâëÿþùååñÿ ïðîèçâåäåíèåìGi-ðàññëîåíèé íàä ñîîòâåòñòâóþùèìèEGNi
,

ïðè÷¼ì êàæäîå ðàññëîåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþGi âD
ri
A(V ).

Òàê êàê dimDri
A(V ) = Ni − 1, ïî ëåììàì 2.11 è 2.17 êàæäîå èç

ýòèõ ðàññëîåíèé èìååò íåíóëåâîé êëàññ Ýéëåðà â H∗(EGNi
, Zp), äà-

ëåå ëåììà 2.8 è ôîðìóëà Êþííåòà äàþò

e(β) 6= 0 ∈ H∗G(EGN0
× · · · × EGNm

, Zp).

Òåïåðü èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êþííåòà äëÿ (EGN0
× · · · × EGNm

) /G×
Gl
d, ïîëó÷àåì ÷òî

e(Dr0
A (γ)⊕ · · · ⊕Drm

A (γ)) = e(β)× 1 +
∑

u× v,

ãäå u ∈ H∗G(EGN0
× · · · × EGNm

, Zp), v ∈ H∗(Gl
d, Zp) è äëÿ âñåõ v

ðàçìåðíîñòü dim v > 0.
Òåïåðü ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ êëàññîâ Ýéëåðà

e(ζ) = e(Dr0
A (γ)⊕ · · · ⊕Drm

A (γ))e(η) = e(β)× e(η) +
∑

u× ve(η) 6= 0

â êîãîìîëîãèÿõ H∗G(EGN0
× · · · × EGNm

×Gl
d, Zp).

4.3 Òåîðåìû òèïà Âàí-Êàìïåíà-Ôëîðåñà

äëÿ ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëåé

Â ýòîì ðàçäåëå îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû ñòàòüè [69], è òåîðåìà î íåâ-
ëîæèìîñòè Âàí-Êàìïåíà-Ôëîðåñà [60, 22]. Âìåñòî ñóùåñòâîâàíèÿ ñîâ-
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ïàäàþùèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëî-
âèÿõ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê ëåæèò íà îäíîé è òîé æå k-ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ âñÿêîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X îáî-
çíà÷èì X2

∆ = X ×X \∆(X) � âûðåçàííûé êâàäðàò X.

Òàêæå äëÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îïðåäåë¼ííûé ðàíåå âûðåçàííûé äæîéí K∗2∆ .

Íà ïðîñòðàíñòâàõ X2
∆ è K∗2∆ äåéñòâóåò ãðóïïà Z2 ïåðåñòàíîâêà-

ìè ñîìíîæèòåëåé. Êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð êíèãó [44]),
îäèí èç ñïîñîáîâ äîêàçàòü, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íå
äîïóñêàåò âëîæåíèé â Rn � ýòî äîêàçàòü, ÷òî hindX2

∆ ≥ n. Àíàëî-
ãè÷íî, äëÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
hindK∗2∆ ≥ n+ 1.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè ïðåäûäóùåãî ðàññóæäåíèÿ äëÿ
ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëåé.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü X0, X1, . . . , Xm � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà, ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . ,m hind(Xi)

2
∆ ≥ d −m. Ïóñòü

äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . ,m çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå fi :
Xi → Rd. Òîãäà íàéä¼òñÿ m + 1 ïàðà ðàçëè÷íûõ òî÷åê xi, yi ∈ Xi,
òàêàÿ ÷òî âñå òî÷êè {fi(xi), fi(yi)}mi=0 ìîæíî ïåðåñå÷ü îäíîé m-
ïëîñêîñòüþ â Rd.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü K0, K1, . . . , Km � ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåê-
ñû, ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . ,m hind(Ki)

∗2
∆ ≥ d−m+ 1. Ïóñòü

äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . ,m çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå fi :
Ki → Rd. Òîãäà íàéä¼òñÿ m+ 1 ïàðà ðàçëè÷íûõ òî÷åê xi, yi ∈ Ki ñ
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè, îáðàçû êîòîðûõ {fi(xi), fi(yi)}mi=0

ìîæíî ïåðåñå÷ü îäíîé m-ïëîñêîñòüþ â Rd.

Íàïðèìåð, åñëè ðàññìîòðåòü d-ìåðíûé ñêåëåò 2d+2-ìåðíîãî ñèì-
ïëåêñà K = ∆d

2d+2, òî hind(K∗2∆ ) = 2d+ 1. Ýòî äîêàçàíî â êíèãå [44]
äëÿ ðîäà, íî äëÿ èíäåêñà âñå ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò òàê æå.
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Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò îáîáùåíèå òåîðåìû Âàí-Êàìïåíà-Ôëîðåñà [60,
22], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àåì m = 0 ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 4.4. Åñëè äàíû m + 1 íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå fi :
∆d

2d+2 → R2d+m, òî íàéäóòñÿ m + 1 ïàðà òî÷åê xi, yi ∈ ∆d
2d+2 ñ

íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè â êàæäîé ïàðå, òàê ÷òî îáðàçû
{fi(xi), fi(yi)}mi=0 ìîæíî ïåðåñå÷ü îäíîé m-ïëîñêîñòüþ â R2d+m.

Â äîêàçàòåëüñòâàõ îáîçíà÷èì l = d−m.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå l-ïîäïðîñòðàíñòâî
V â Rd è îáîçíà÷èì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ íà íåãî çà πV . Äëÿ
êàæäîãî i = 0, . . . ,m ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå si,V : (Xi)

2
∆ → V ,

çàäàííîå êàê
si,V (x, y) = πV (fi(x))− πV (fi(y)).

Ýòî Z2-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî Z2 äåé-
ñòâóåò íà V êàê x 7→ −x (àíòèïîäàëüíî). Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ îòîá-
ðàæåíèé ïî èíäåêñàì i = 0, . . . ,m äà¼ò îòîáðàæåíèå

sV : (X0)
2
∆ × · · · × (Xm)2

∆ → V ⊕ · · · ⊕ V = (m+ 1)V.

Òàêæå ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ti,V : (Xi)
2
∆ → V , çàäàííûå ôîð-

ìóëàìè
ti,V (x, y) = πV (fi(x)) + πV (fi(y)),

è ïðîèçâåäåíèå ýòèõ îòîáðàæåíèé tV : (X0)
2
∆ × · · · × (Xm)2

∆ → (m+
1)V . Ïðîñòðàíñòâî (m+1)V ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ñâîþ äèàãîíàëü (îá-
ðàç äèàãîíàëüíîãî âëîæåíèÿ idm+1 : V → (m+1)V ) è îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå ê íåé (m+1)V = V∆⊕W . Ðàññìàòðèâàÿ êîìïîçèöèþ tV ñ
ïðîåêöèåé íà W , ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå uV : (X0)

2
∆×· · ·× (Xm)2

∆ →
W .

Äàëåå ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

sV ⊕ uV : (X0)
2
∆ × · · · × (Xm)2

∆ → (m+ 1)V ⊕W,
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ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ñå÷åíèåì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ⊕
η = (m+ 1)γ ⊕mγ íàä (X0)

2
∆ × · · · × (Xm)2

∆ ×Gl
d.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðûé èçîìîðôèçì ðàññëîåíèÿ η, âîçíè-
êàþùèé èç ïðîñòðàíñòâ W è mγ.

Ðàññìàòðèâàåìîå ñå÷åíèå ýêâèâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
G = (Z2)

m+1 íà ξ ⊕ η = (m + 1)γ ⊕mγ àíòèïîäàëüíûìè îòîáðàæå-
íèÿìè íà ïåðâîì m+ 1 ñëàãàåìîì.

Åñëè ýòî ñå÷åíèå èìååò íóëü, òî ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê
{fi(xi), fi(yi)}mi=0 íà V ñîâïàäàþò è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñ÷èòàåì êëàññ Ýéëåðà. Ïî ëåììå 3.3

e(η) = e(γ)m 6= 0 ∈ Hm(d−m)(Gl
d, Z2).

Ôèêñèðóÿ V ∈ Gl
d, ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

(X0)
2
∆ × · · · × (Xm)2

∆ → (X0)
2
∆ × · · · × (Xm)2

∆ ×Gl
d

êîòîðîå èíäóöèðóåò ðàññëîåíèå ξ′ íàä (X0)
2
∆ × · · · × (Xm)2

∆.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êþííåòà, ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü êëàññà Ýé-

ëåðà, è îöåíêó èíäåêñà (Xi)
2
∆, ïîëó÷àåì

e(ξ′) = ul × · · · × ul 6= 0 ∈ H l(m+1)
G ((X0)

2
∆ × · · · × (Xm)2

∆, Z2).

Ïî ôîðìóëå Êþííåòà êëàññ e(ξ) âH∗G((X0)
2
∆×· · ·×(Xm)2

∆×Gl
d, Z2)

èìååò âèä e(ξ) = e(ξ′)× 1 +
∑
a× b, ãäå âñå ðàçìåðíîñòè dim b > 1.

Òåïåðü ïî ñâîéñòâó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè e(ξ⊕η) = e(ξ′)×e(η)+∑
a× be(η) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3. Äîêàçàòåëüñòâî â îñíîâíîì ïîâòîðÿ-
åò âñå ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà, ïîýòîìó ïðèâå-
ä¼ì òîëüêî îòëè÷èÿ.

Âìåñòî îòîáðàæåíèé si,V è ti,V ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ri,V :
(Ki)

∗2
∆ → V ⊕ V ⊕ L = J2

A(V ). Çäåñü L � îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâíî çàäà¼òñÿ êàê

ri,V (tx⊕ (1− t)y) = tπV (fi(x))⊕ (1− t)πV (fi(y))⊕ (t− 1/2).

Îíî î÷åâèäíî ýêâèâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî Z2-äåéñòâèÿ íà (Ki)
∗2
∆ è

Z2-äåéñòâèÿ íà V ⊕ V ⊕ L ïåðåñòàíîâêàìè ñëàãàåìûõ V è àíòèïî-
äàëüíîãî íà L.

Ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî V⊕V⊕L ðàñêëàäûâàåòñÿ êàê Ui⊕
Wi, ïðè÷¼ì Z2 äåéñòâóåò àíòèïîäàëüíî íà l+1-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
Ui è òðèâèàëüíî íà l-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Wi.

Ìû áåð¼ì ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé ri è ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

rV : (K0)
∗2
∆×· · ·×(Km)∗2∆ → (U0⊕· · ·⊕Um)⊕(W0⊕· · ·⊕Wm) = U⊕W,

Äàëåå ðàñêëàäûâàåì W = W ′ ⊕ V∆ ñ ïîìîùüþ äèàãîíàëüíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ V → W è ïðîåöèðóåì rV íà U ⊕W ′. ýòî îòîáðàæåíèå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê G = (Z2)

m+1-ýêâèâàðèàíòíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ
ξ ⊕ η, ãäå ξ ñîîòâåòñòâóåò U , à η ñîîòâåòñòâóåò W ′.

Ïî ëåììå 3.3 e(η) 6= 0 è îñòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî èäåíòè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.2.

4.4 Öâåòíàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà äëÿ òðàíñ-

âåðñàëåé

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ìíîæåñòâî S ðàñêðàøåíî â n öâåòîâ (òî åñòü
îòîáðàæåíî â [n]). Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî σ ⊆ S íàçîâ¼ì ðàçíî-
öâåòíûì, åñëè êàæäûé öâåò âñòðå÷àåòñÿ â σ íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, 0 ≤ m ≤ d−1 è S0, S1, . . . , Sm
� m+ 1 êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â Rd. Åñëè p 6= 2, ïîòðåáóåì, ÷òîáû
d−m áûëî ÷¼òíûì.

Ïóñòü ÷èñëà ri (i = 0, . . . ,m) ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè p, k � ÷èñëî
öâåòîâ è ëèáî k = d−m+ 1, ëèáî k < d−m+ 1 è äëÿ êàæäîãî i =
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0, . . . ,m ri ≤
d−m

d−m+ 1− k
. Ïîëîæèì òàêæå ti = 2ri − 1. Ïóñòü

äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . ,m ìîùíîñòü |Si| = tik è ïóñòü êàæäîå Si
ðàñêðàøåíî â k öâåòîâ è êàæäûé öâåò âñòðå÷àåòñÿ â Si ðîâíî ti
ðàç.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî i ìîæíî íàéòè ri ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ðàçíîöâåòíûõ ìíîæåñòâà

Pi1, Pi2, . . . , Piri ⊆ Si,

òàê ÷òî âñå ìíîæåñòâà convPij (i = 0, . . . ,m, j = 1, . . . , ri) ìîæ-
íî ïåðåñå÷ü îäíîé m-ïëîñêîñòüþ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòî÷íÿåò ïðåäûäóùóþ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
íåêîòîðûå ri = 2.

Òåîðåìà 4.6. Òåîðåìà 4.5 òàêæå âåðíà, åñëè k = d + 1−m è äëÿ
òåõ ri, êîòîðûå ðàâíû 2, ïîëîæèòü ti = 2 âìåñòî 3.

Òåîðåìû 4.5 è 4.6 ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè îáîáùåíèÿìè öâåòíîé òåî-
ðåìû Òâåðáåðãà èç [66, 67, 68].

Ýòè òåîðåìû îáîáùàþò öâåòíóþ òåîðåìó Òâåðáåðãà òàê æå, êàê
ðåçóëüòàòû [69, 62] è òåîðåìà 4.1 îáîáùàþò îáû÷íóþ òåîðåìó Òâåð-
áåðãà íà m-òðàíñâåðñàëè.

Èç äîêàçàòåëüñòâà áóäåò ÿñíî, ÷òî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà Si ìîæíî
çàìåíèòü íà íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåê-
ñîâ Ki (ñì. ðàçäåë 4.1) â Rd, à ìíîæåñòâà convPij ìîæíî çàìåíèòü
íà îáðàçû ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðàíåé Ki. Èíà÷å ãî-
âîðÿ, äîêàçûâàåòñÿ áîëåå ñòðîãàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ âåðñèþ òåîðåì 4.5
è 4.6, íî ïîëíóþ ôîðìóëèðîâêó íå ïðèâîäèì èç-çà ÷ðåçìåðíîé ãðî-
ìîçäêîñòè.

Òàêæå, êàê è â öâåòíîé òåîðåìå Òâåðáåðãà, åñòåñòâåííî çàäàòü
âîïðîñ, ìîæíî ëè óìåíüøèòü ÷èñëî t = 2r − 1 â òåîðåìå 4.5, â ÷àñò-
íîñòè, ìîæíî ëè ïîëîæèòü t = r äëÿ r 6= 2. Öâåòíàÿ òåîðåìà Òâåð-
áåðãà äëÿ t = r 6= 2 äîêàçàíà â [5] ëèøü äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àå è
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íåòîïîëîãè÷åñêèì ìåòîäîì, êîòîðûé íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà áîëü-
øèå ðàçìåðíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.5. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû î÷åíü
ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.

Ïóñòü ri = pki è äëÿ âñåõ i = 0, . . . ,m ïîëîæèì Gi = (Zp)
ki.

Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà Si ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ
ðàçíîöâåòíûõ ñèìïëåêñîâKi = K(k, ti) (ñì. ðàçäåë 4.1) è ri-êðàòíûé
âûðåçàííûé äæîéí Li = K∗rii∆ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì Gi-äåéñòâèåì.

Ïóñòü l = d −m. Êàê è ðàíåå, ãðàññìàíèàí ñ÷èòàåì îðèåíòèðî-
âàííûì äëÿ íå÷¼òíûõ p.

Äëÿ êàæäîãî l-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà V ⊆ Rd ðàñ-
ñìîòðèì åñòåñòâåííîå êóñî÷íî-ëèíåéíîå (â òîïîëîãè÷åñêîì âàðèàíòå
òåîðåìû � ïðîñòî äàííîå íåïðåðûâíîå) îòîáðàæåíèå Ki → Rd è åãî
ïðîåêöèþ Ki → V . Âîçüì¼ì ri-êðàòíûé äæîéí ýòèõ îòîáðàæåíèé

hi,V : Li → JriA (V ),

Îòîáðàæåíèÿ hi,V ýêâèâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿGi. Ïðî-
èçâåäåíèå ýòèõ îòîáðàæåíèé äà¼ò G = G0×· · ·×Gm-ýêâèâàðèàíòíîå
îòîáðàæåíèå

h0,V × · · · × hm,V : L0 × · · · × Lm → Jr0A (V )⊕ · · · ⊕ JrmA (V ).

Â çàâèñèìîñòè îò ïîäïðîñòðàíñòâà V ∈ Gl
d ïîñòðîåííûå îòîáðà-

æåíèÿ äàþò ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ

πξ : ξ = Jr0A (γ)⊕ · · · ⊕ JrmA (γ)→ L0 × · · · × Lm ×Gl
d.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

ξ = Dr0
A (γ)⊕ · · · ⊕Drm

A (γ)⊕ (m+ 1)γ

à òàêæå ðàçëîæåíèå, âîçíèêàþùåå èç äèàãîíàëüíîãî âëîæåíèå γ →
(m+ 1)γ � (m+ 1)γ = γ∆⊕η. Êàê è â ïðåäûäóùèõ äîêàçàòåëüñòâàõ
ìîæíî îòîæäåñòâèòü η = mγ.
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Îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå

πζ : ζ = Dr0
A (γ)⊕ · · · ⊕Drm

A (γ)⊕ η → L0 × · · · × Lm ×Gl
d.

Åñëè íàøå ñå÷åíèå â ïðîåêöèè íà ζ èìååò íóëü, òî äîêàçàòåëüñòâî
çàâåðøåíî, òàêæå, êàê â òåîðåìå 4.1.

Ïîñ÷èòàåì êëàññ Ýéëåðà

e(ζ) ∈ H∗G(L0 × · · · × Lm ×Gl
d, Zp).

Ïî ëåììå 3.3 e(η) 6= 0 ∈ H∗(Gl
d, Zp), è âëîæåíèå ñ ôèêñèðîâàííûì

V ∈ Gl
d

g : L0 × · · · × Lm → L0 × · · · × Lm ×Gl
d

èíäóöèðóåò ðàññëîåíèå

β = g∗(Dr0
A (γ)⊕ · · · ⊕Drm

A (γ))→ L0 × · · · × Lm,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì Gi-ðàññëîåíèé íàä Li.
Êàæäîå Gi-ðàññëîåíèå âîçíèêàåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ Gi â D

ri
A(V ). Òàê

êàê dimDri
A(V ) = (ri − 1)(d−m+ 1), ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà Li è

óñëîâèÿ òåîðåìû äàþò íåðàâåíñòâî

rik − 1 ≥ (ri − 1)(d−m+ 1),

è èç çàìå÷àíèÿ â ðàçäåëå 4.1 ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ðàññëîåíèé
èìååò íåíóëåâîé êëàññ Ýéëåðà â H∗(Li, Zp). Ïî ôîðìóëå Êþííåòà è
ñâîéñòâó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè êëàññà Ýéëåðà

e(β) 6= 0 ∈ H∗G(L0 × · · · × Lm, Zp).

Åù¼ ðàç èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êþííåòà äëÿ (L0 × · · · × Lm) /G ×
Gl
d, ïîëó÷àåì, ÷òî

e(Dr0
A (γ)⊕ · · · ⊕Drm

A (γ)) = e(β)× 1 +
∑

u× v,
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ãäå u ∈ H∗G(L0×· · ·×Lm, Zp), v ∈ H∗(Gl
d, Zp) è äëÿ âñåõ v ðàçìåðíîñòü

dim v > 0.
È åù¼ ðàç ïðèìåíÿÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü êëàññà Ýéëåðà, ïîëó-

÷àåì

e(ζ) = e(Dr0
A (γ)⊕ · · · ⊕Drm

A (γ))e(η) = e(β)× e(η) +
∑

u× ve(η) 6= 0

â êîãîìîëîãèÿõ H∗G(L0 × · · · × Lm ×Gl
d, Zp).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.6. Îòìåòèì òîëüêî îòëè÷èÿ îò ïðåäû-
äóùåãî äîêàçàòåëüñòâà.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî i âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ri = ti = 2. Â
ýòîì ñëó÷àå Si èìååò åñòåñòâåííîå Gi = Z2-äåéñòâèå, êîòîðîå ïå-
ðåñòàâëÿåò ëþáûå äâå âåðøèíû îäíîãî è òîãî æå öâåòà. Ýòî äà¼ò
ñâîáîäíîå äåéñòâèå Gi íà ñàìîì ïðîñòðàíñòâå Ki, ïîýòîìó ìîæíî
çàìåíèòü Li = Ki. Òàêæå ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî Ki ãîìåîìîðôíî ãðà-
íèöå k-ìåðíîãî êðîññïîëèòîïà (ìíîãîìåðíîãî îêòàýäðà), çíà÷èò Ki

� ýòî k − 1-ìåðíàÿ (d−m-ìåðíàÿ) ñôåðà.
Äëÿ ñëó÷àåâ ri = 2 âìåñòî îòîáðàæåíèÿ

hi,V : Li → J2
A(V )

âîçüì¼ì îòîáðàæåíèå

hi,V : Ki → V ⊕ V,

çàäàííîå êàê x ∈ Ki 7→ π(x)⊕ π(−x), çíàê ìèíóñ îçíà÷àåò äåéñòâèå
Z2. Ýòî îòîáðàæåíèå Z2-ýêâèâàðèàíòíî, åñëè äåéñòâèå íà V ⊕ V çà-
äàíî ïåðåñòàíîâêàìè ñëàãàåìûõ.

Ñîîòâåòñòâåííî, âìåñòî ïðîåêöèè J2
A(V ) → D2

A(V ) ðàññìàòðèâà-
åì ïðîåêöèþ V ⊕V → V , çàäàííóþ êàê v1⊕ v2 7→ v1− v2. Ïðîñòðàí-
ñòâî V , â êîòîðîå ïðîèñõîäèò ýòî îòîáðàæåíèå, èìååò àíòèïîäàëüíîå
äåéñòâèå Z2 è òî÷êà x ∈ Ki îòîáðàæàåòñÿ â íóëü â V òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïðîåêöèè x è −x íà V ñîâïàäàþò.
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Ïðîñòðàíñòâî V èìååò íåíóëåâîé êëàññ Ýéëåðà â Hd−m
Z2

(pt, Z2), à
çíà÷èò è â Hd−m

Z2
(Ki, Z2).

Îñòàëüíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ïðîõîäèò áåç èçìåíåíèé.

4.5 Ôîðìóëèðîâêè òåîðåì î öåíòðàëüíîé

òî÷êå

Ìû áóäåì ôîðìóëèðîâàòü äâîéñòâåííûå òåîðåìû î öåíòðàëüíîé òî÷-
êå äëÿ ñëó÷àÿ ìåð è äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ñíà÷àëà ñôîð-
ìóëèðóåì äâîéñòâåííóþ òåîðåìó î öåíòðàëüíîé òî÷êå êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü â Rd äàíî ñåìåéñòâî F èç n ãèïåðïëîñêîñòåé
îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî âñÿêèé ïðî-

õîäÿùèé ÷åðåç íå¼ ëó÷ ïåðåñåêàåò êàê ìèíèìóì

⌊
n+ d

d+ 1

⌋
ãèïåðïëîñ-

êîñòåé èç F .

Ïîä îáùèì ïîëîæåíèåì ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé â Rd ïîäðà-
çóìåâàåòñÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ k ≤ d ãèïåðïëîñêîñòåé ÿâëÿåòñÿ
d− k-ïëîñêîñòüþ, à ëþáûå d+ 1 è áîëåå íå èìåþò îáùåé òî÷êè.

Ìíîæåñòâî k-ïëîñêîñòåé â Rd áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ γd−kd .

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî k-ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ äàííîå ìíî-
æåñòâî X ⊆ Rd îáîçíà÷èì I(X, k).

Ñôîðìóëèðóåì äâîéñòâåííóþ òåîðåìó î öåíòðàëüíîé òî÷êå äëÿ
ìåð.

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè ãèïåðïëîñêîñòåé γ1
d çàäàíà

àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ c êîìïàêòíûì íî-
ñèòåëåì. Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ëó÷à r ñ
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íà÷àëîì â x

µ(I(r, d− 1)) ≥ 1

d+ 1
.

Îïðåäåëåíèå. k-ïîëóïëîñêîñòüþ â Rd íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ñîá-
ñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîé k-ïëîñêîñòè L, âûäåëÿåìîå íåêî-
òîðûì ëèíåéíûì íåðàâåíñòâîì l(x) ≥ 0. Ïðè ýòîì k − 1-ïëîñêîñòü
{x ∈ L : l(x) = 0} íàçûâàåòñÿ êðàåì ïîëóïëîñêîñòè.

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå òåîðåìó, äâîéñòâåííóþ äëÿ òåîðåìû î öåí-
òðàëüíîé òðàíñâåðñàëè èç [65, 81, 82].

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå γd−kd çàäàíî d − k àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ1, . . . , µd−k ñ êîìïàêòíûìè íî-
ñèòåëÿìè. Òîãäà íàéä¼òñÿ d − k − 1-ïëîñêîñòü L òàêàÿ, ÷òî äëÿ
âñÿêîé d− k-ïîëóïëîñêîñòè M ñ êðàåì L è ëþáîãî i = 1, . . . , d− k

µi(I(M,k)) ≥ 1

k + 2
.

Èç òåîðåìû 4.7 âûâîäèòñÿ äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà (ñì. [58])
íà ïëîñêîñòè.

Ñëåäñòâèå 4.10. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíî ñåìåéñòâî èç 3n ïðÿ-
ìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òîãäà èõ ìîæíî ðàçáèòü íà òðîéêè òàê,
÷òî âñå òðåóãîëüíèêè, îáðàçîâàííûå òðîéêàìè, èìåþò îáùóþ òî÷-
êó.

Äàëüíåéøèå äâîéñòâåííûå àíàëîãè òåîðåìû Òâåðáåðãà ñì. â ðàç-
äåëå 4.8.

4.6 Ñâåäåíèÿ î ìåðàõ è èõ öåíòðàëüíûõ

òî÷êàõ

Ïî òåîðåìå Ðàäîíà-Íèêîäèìà (ñì. [101]) àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ìå-
ðû â Rd çàäàþòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè êëàññà L1, äëÿ ìíîãîîáðàçèé
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áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ìåðû, êîòîðûå â êàæäîé êîîðäèíàòíîé
îêðåñòíîñòè çàäàþòñÿ ïëîòíîñòüþ êëàññà L1.

Äàëåå â ýòîé ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûå ìåðû íà ìíîãîîáðàçèè, äëÿ êîòîðûõ ìåðà âñåãî ìíîãî-
îáðàçèÿ êîíå÷íà.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò äàíû íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé è äîêàçàíû
íåñêîëüêî òåõíè÷åñêèõ ëåìì î ìåðàõ. Âîçìîæíî, â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ òåðìèíîëîãèÿ áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñòàíäàðòíîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü P � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ìåðà µp íà ìíîãîîáðàçèè íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà p ∈ P , åñëè äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ÷èñëî µp(U)
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò p.

Îïðåäåëåíèå. Íîñèòåëåì ìåðû µ íà ìíîãîîáðàçèèX íàçîâ¼ì ìíî-
æåñòâî

suppµ = {x ∈ X : µ(U) > 0 äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U 3 x}.

Íîñèòåëü ìåðû, î÷åâèäíî, çàìêíóò.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ âñÿêîãî ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíî-
ãîîáðàçèé f : X → Y ìåðà µ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà X îïðåäå-
ëÿåò ïðîåêöèþ ìåðû f∗µ íà Y ïî ôîðìóëå

f∗µ(A) = µ(f−1(A)).

Ëåììà 4.11. Ìåðà f∗µ ëîêàëüíî çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé êëàññà L1 è åñ-
ëè µp íåïðåðûâíî çàâèñèò îò p, òî f∗µp òîæå íåïðåðûâíî çàâèñèò
îò p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôóáèíè
(ñì. [101]), âòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè.
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Îïðåäåëåíèå. Íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ìíîãîîá-
ðàçèé f : X → Y îïðåäåëèì êîìïàêòíî-îòêðûòóþ òîïîëîãèþ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: áàçîé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ áóäóò ìíîæåñòâà

UK,V = {f : X → Y : f(K) ⊆ V }

äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòà K ⊆ X è îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊆ Y .

Ëåììà 4.12. Ïóñòü P � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñåìåé-
ñòâî îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèé fp : X → Y íåïðåðûâíî çàâèñèò
îò ïàðàìåòðà p ∈ P è êàæäîå fp ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíû-
ìè ðàññëîåíèåì.

Òîãäà äëÿ âñÿêîé ìåðû µ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà X ìåðû
fp∗µ íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C = suppµ. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ïàðàìåòðà
q ìîæíî âçÿòü îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü V ⊇ fq(C)
è ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè íàéä¼òñÿ òàêàÿ
îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ U 3 q, ÷òî fp(C) ⊆ V , çíà÷èò
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íîñèòåëè ïðîåêöèé ìåð ëåæàò â îäíîì è òîì æå
êîìïàêòå.

Âîçüì¼ì íåêîòîðîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî W ⊆ Y è äîêàæåì, ÷òî
µ(f−1

p (W )) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò p â òî÷êå q. Ïî ñêàçàííîìó âû-
øå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî W îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî. Âîçüì¼ì W ′ =
f−1
q (W ) è íàéä¼ì òàêîé êîìïàêò C1 è îòêðûòîå ìíîæåñòâî C2, ÷òî
C1 ⊆ W ′ ⊆ clW ′ ⊆ C2 ∩ C ⊆ C è

|µ(C1)− µ(W ′)|, |µ(C2)− µ(W ′)| < ε.

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàì êàê ìåðà µ çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé êëàññà L1.
Òîãäà fp(C1) ⊆ W è fp(C \ C2) ∩ clW = ∅ äëÿ p èç íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè q ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè. Íî
òîãäà è ìíîæåñòâà f−1

p (W ) çàêëþ÷åíû ìåæäó C1 è C2, à çíà÷èò èõ
ìåðû îòëè÷àþòñÿ îò µ(W ′) íå áîëåå ÷åì íà ε.
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Ìû óñèëèì ïðåäûäóùóþ ëåììó íà ñëó÷àé, êîãäà îòîáðàæåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûìè ðàññëîåíèÿìè ïî÷òè âñþäó, ïî÷òè
âñþäó íåïðåðûâíî çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà.

Ëåììà 4.13. Ïóñòü äàíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P è ñåìåé-
ñòâî îòîáðàæåíèé fp : X \ Sp → Y , ãäå äëÿ âñÿêîãî p ∈ P ìíîæå-
ñòâî Sp çàìêíóòî, êàæäîå fp ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûìè
ðàññëîåíèåì íà ñâî¼ì ìíîæåñòâå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü äàíà ìåðà µ
ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà X è äëÿ âñÿêîé q ∈ P âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå: äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U 3 q òàêàÿ
÷òî µ(

⋃
p∈U Sp) < ε.

Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî U èç ïðåäûäóùåãî óñëî-
âèÿ îòîáðàæåíèå fp, îãðàíè÷åííîå íà X \

⋃
p∈U Sp, íåïðåðûâíî çà-

âèñèò îò p ∈ U . Òîãäà ìåðû fp∗µ íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò p ∈ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîé q ∈ P âûêèíåì
⋃
p∈U Sp èç X è âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ëåììîé 4.12. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ ìåðû îò-
ëè÷àþòñÿ îò èñõîäíîé íå áîëåå ÷åì íà ε è ïîëó÷èì òðåáóåìîå ïåðå-
õîäîì ε→ 0.

Îïðåäåëåíèå. Ìåðó íàçîâ¼ì ñâÿçíîé, åñëè åå íîñèòåëü ñâÿçåí.

Îïðåäåëåíèå. Ìåðà µ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â Rd 1-âûïóêëà,
åñëè íîñèòåëü åå ïðîåêöèè íà ëþáóþ ïðÿìóþ ñâÿçåí.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëîñîé â Rd íàçîâ¼ì ïðîñòðàíñòâî ìåæäó äâóìÿ
ïàðàëëåëüíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè, âêëþ÷àÿ ýòè ãèïåðïëîñêîñòè. Òîë-
ùèíîé ïîëîñû íàçîâ¼ì ðàññòîÿíèå ìåæäó ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

Äîêàæåì ëåììû î ìåðàõ ïîëîñ è ïîëóïðîñòðàíñòâ.

Ëåììà 4.14. Ïóñòü â Rd äàíî ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð {µp}p∈P ,
íåïðåðûâíî ïàðàìåòðèçóåìûõ êîìïàêòîì P . Ïóñòü íîñèòåëè âñåõ
ìåð ëåæàò â îäíîì è òîì æå êîìïàêòå. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0
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íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëîñû L òîëùèíû < δ è
ëþáîãî p ∈ P

µp(L) < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âñå íîñèòåëè ìåð ëåæàò â ìíîæåñòâå S.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-

ëîñ Li è çíà÷åíèé ïàðàìåòðà pi, ïðè ýòîì òîëùèíà ïîëîñ ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ, à èõ ìåðû µpi(Li) > ε. Òàê êàê âñå ïîëîñû çàäåâàþò S, òî
èõ ìíîæåñòâî êîìïàêòíî, òî åñòü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ïðèáëè-
æàþòñÿ ê íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè H. Ïàðàìåòðû pi òàêæå ìîæíî
ñ÷èòàòü ñòðåìÿùèìèñÿ ê íåêîòîðîìó p. Âîçüì¼ì òåïåðü òàêîå δ, ÷òî-
áû ìåðà µp(H+Bδ) (δ-îêðåñòíîñòè H) áûëà ìåíüøå ε/2. Ìíîæåñòâà
Li∩S ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì i ëåæàò â H+Bδ, à ìåðû µpi(H+Bδ)
ñòðåìÿòñÿ ê ÷èñëó, ìåíüøåìó ε/2, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ëåììà 4.15. Ïóñòü â Rd äàíî ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð {µp}p∈P
è íîñèòåëè âñåõ ìåð ëåæàò â îäíîì è òîì æå êîìïàêòå. Òîãäà
ìåðà ïîëóïðîñòðàíñòâà µp(H) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðû (p,H).

Ïîëóïðîñòðàíñòâî ìîæíî çàäàòü ñîîòíîøåíèåì (n, x) ≥ d, òàêèì
îáðàçîì ïîëóïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðèçóþòñÿ ìíîæåñòâîì Sd−1 × R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âñå íîñèòåëè ìåð ëåæàò â êîìïàêòå S.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâ Hi → H è çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðà pi → p. Åñëè H çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâîì

(n, x) ≥ d,

òî ïîëîæèì

H−δ = {x ∈ Rd : (n, x) ≥ d+ δ}, H+
δ = {x ∈ Rd : (n, x) ≥ d− δ}.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ ìåðû µp(H
+
δ ), µp(H−δ ) è µp(H) îòëè÷àþò-

ñÿ íå áîëåå, ÷åì íà ε. Áîëåå òîãî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ
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èíäåêñà i áóäåì èìåòü

S ∩H−δ ⊆ S ∩Hi ⊆ S ∩H+
δ .

Òàêæå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i ðàçíîñòè µpi(H)−µp(H), µpi(H
−
δ )−

µp(H
−
δ ) è µpi(H

+
δ )− µp(H+

δ ) íå ïðåâîñõîäÿò ïî ìîäóëþ ε.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåðû µpi(Hi) îòëè÷àþòñÿ îò µp(H) íå áîëåå

÷åì íà 2ε äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i.

Ëåììà 4.16. Ïóñòü â Rd äàíî ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð {µp}p∈P .
Ïóñòü íîñèòåëè âñåõ ìåð ëåæàò â îäíîì è òîì æå êîìïàêòå. Òî-
ãäà ôóíêöèÿ

fp(y) = min
H3y

µp(H),

â êîòîðîé ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî ïîëóïðîñòðàíñòâàì H, íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò p è y.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî â ýòîì ìèíèìóìå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
H ñîäåðæèò y íà ñâîåé ãðàíèöå. Òîãäà H â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè
ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü êîìïàêòîì � d− 1-ìåðíîé ñôåðîé.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïî ëåììå 4.15 âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìè-
íèìóìà íåïðåðûâíî íà P×Rd×Sd−1, à ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî êîìïàêòó
Sd−1, çíà÷èò è ðåçóëüòàò íåïðåðûâåí.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé òî÷êîé âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðû µ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â Rd, åñëè

µ(H) ≥ 1

d+ 1

äëÿ ëþáîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà H 3 x. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî öåí-
òðàëüíûõ òî÷åê µ � centµ, îíî íåïóñòî â ñèëó òåîðåìû î öåíòðàëü-
íîé òî÷êå èç [46, 49].
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Îïðåäåëåíèå. ÏóñòüX ⊆ Rd � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ε-îêðåñòíîñòüþ
X íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî

Uε(X) = {y ∈ Rd : dist(y,X) < ε}.

Ëåììà 4.17. Ïóñòü µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ñ êîìïàêòíûì íî-
ñèòåëåì â Rd. Òîãäà centµ � ýòî ëèáî âûïóêëîå òåëî ñ íåïóñòîé
âíóòðåííîñòüþ, ëèáî îäíà òî÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

centµ =
⋂
{H : H� ïîëóïðîñòðàíñòâî è µ(H) ≥ d

d+ 1
}.

Ìíîæåñòâî centµ � îãðàíè÷åííîå ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðîñòðàíñòâ, òî
åñòü âûïóêëûé êîìïàêò. Íàçîâ¼ì ïîëóïðîñòðàíñòâî H ïëîõèì, åñëè

µ(H) ≤ 1

d+ 1
.

Âñÿêàÿ òî÷êà y 6∈ centµ ëåæèò âíóòðè íåêîòîðîãî ïëîõîãî ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà. Óñòðåìëÿÿ òî÷êó y ê íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ bd(centµ)
èç êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà íîðìàëåé ïîëóïðîñòðàíñòâ è ëåììû 4.15
ïîëó÷èì, ÷òî x òàêæå ëåæèò â íåêîòîðîì ïëîõîì ïîëóïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíóòðåííîñòü centµ ïóñòà è centµ íå ÿâëÿåòñÿ
îäíîé òî÷êîé. Òîãäà îáîçíà÷èì àôôèííóþ îáîëî÷êó centµ çà L. Èç
ïðåäûäóùåãî àáçàöà ÿñíî, ÷òî Rd ïîêðûòî ïëîõèìè ïîëóïðîñòðàí-
ñòâàìè, êðàé êîòîðûõ ñîäåðæèò L, îáîçíà÷èì èõ ñåìåéñòâî H.

Ðàññìîòðèì ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Rd/L è ïðîåêöèþ ìåðû µ íà

íåãî. Ïðèìåíèì ëåììó 4.14 ê ìåðå µ è ÷èñëó ε <
1

d(d+ 1)
, ïîëó÷èì

ñîîòâåòñòâóþùåå δ. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîåêöèè íà Rd/L äîïîëíå-
íèé δ-îêðåñòíîñòåé ïîëóïðîñòðàíñòâ H, ïóñòü îíè îáðàçóþò ñåìåé-
ñòâî çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ G. Ñåìåéñòâî H ïîêðûâàåò Rd/L,
ñëåäîâàòåëüíî ñåìåéñòâî G èìååò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, çíà÷èò íåêî-
òîðûå d èëè ìåíåå ïîëóïðîñòðàíñòâ èç G èìåþò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå
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ïî òåîðåìå Õåëëè. Ðàññìîòðåâ ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïëîõèå ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà èç H íàéä¼ì, ÷òî Rd ïîêðûòî èìè è åù¼ íå áîëåå ÷åì d
ïîëîñàìè òîëùèíû δ, íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê òîãäà ïîëó÷èì

µ(Rd) <
d

d+ 1
+ dε < 1,

ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 4.18. Ïóñòü ñåìåéñòâî 1-âûïóêëûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñ
êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè µp â Rd íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà p ∈ P è âñå íîñèòåëè ìåð íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû ôèêñè-
ðîâàííîãî êîìïàêòà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà q ∈ P è ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U 3 q òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ U

centµp ⊆ Uε(centµq).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü centµq = C.
Âîçüì¼ì ε > 0, äëÿ âñÿêîé òî÷êè y 6∈ Uε(C) íàéä¼òñÿ ïîëóïðî-

ñòðàíñòâî H, òàêîå ÷òî H ∩ C = ∅, y ∈ intH è µq(H) =
1

d+ 1
,

Èç 1-âûïóêëîñòè ìåðû ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü µq(H) <
1

d+ 1
.

Îáîçíà÷èì
fq(y) = min

H3y
µq(H),

ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïî ëåììå 4.16. Çàìåòèì, ÷òî fq(y) <
1

d+ 1
íà Rd \ Uε(C). Òàê êàê fq(y) = 0 çà ïðåäåëàìè âûïóêëîé îáîëî÷êè
íîñèòåëÿ µq è ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè y, òî îíà

äîñòèãàåò ìàêñèìóì íà Rd \ Uε(C) è ýòîò ìàêñèìóì ìåíüøå
1

d+ 1
.

Çíà÷èò íåðàâåíñòâî fp(y) <
1

d+ 1
ñîõðàíèòñÿ äëÿ y ∈ Rd\Uε(C) äëÿ

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè q â ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ.
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Ëåììà 4.19. Ïóñòü ñåìåéñòâî 1-âûïóêëûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñ
êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè µp â Rd íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà p ∈ Rk è äëÿ íåêîòîðîãî êîìïàêòà K ⊂ Rd è ëþáîãî p
íîñèòåëü suppµp ⊆ K. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà q ∈ Rk è ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U 3 q òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
p ∈ U

Uε(centµp) ⊇ centµq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè centµq � îäíà òî÷êà, òî ëåììà ñëåäóåò èç
ëåììû 4.18. Èíà÷å C = centµq èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü.

Ðàññìîòðèì âûïóêëîå ìíîæåñòâî C ′ ⊂ intC òàêîå, ÷òî Uε(C ′) ⊇
C. Îáîçíà÷èì íåïðåðûâíóþ ïî ëåììå 4.16 ôóíêöèþ

fq(y) = min
H3y

µq(H).

Èç 1-âûïóêëîñòè ìåð íà C ′ fq ñòðîãî áîëüøå
1

d+ 1
. Çíà÷èò, äëÿ íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè U 3 q ïðè p ∈ U ýòî ñîîòíîøåíèå ñîõðàíèòñÿ è
C ′ ⊆ centµp äëÿ òàêèõ p.

Èòàê, ìíîæåñòâî öåíòðàëüíûõ òî÷åê íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ìåðû
â ìåòðèêå Õàóñäîðôà, åñëè íîñèòåëè âñåõ ìåð ñîäåðæàòñÿ â îäíîì è
òîì æå êîìïàêòå è âñå ìåðû 1-âûïóêëû.

4.7 Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î öåíòðàëüíîé

òî÷êå

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîáùàåò îäíîâðåìåííî òåîðåìó î öåíòðàëüíîé
òî÷êå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà è òåîðåìó Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå
îòîáðàæåíèÿ.
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Ëåììà 4.20. Ïóñòü â âûïóêëîì êîìïàêòíîì òåëå B ⊂ Rd çàäàíû
n îòîáðàæåíèé fi : B → Rd (i ∈ [n]) è

l =

⌊
n+ d

d+ 1

⌋
.

Ïóñòü äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ B íå áîëåå l−1 èç òî÷åê fi(x) ëåæàò
çà ïðåäåëàìè B. Òîãäà íàéä¼òñÿ x ∈ B òàêàÿ, ÷òî âñÿêîå ïîëóïðî-
ñòðàíñòâî H 3 x ñîäåðæèò íå ìåíåå l òî÷åê {fi(x)}i∈[n]. Èíà÷å
ãîâîðÿ, x ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà {fi(x)}i∈[n].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî I ⊆ [n] îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê.

fI(x) = {fi(x) : i ∈ I}.

Êàê è â ñòàíäàðòíîì äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå,
íàéä¼ì òàêîå x, ÷òî

x ∈
⋂

I⊆[n],|I|=n−l+1

conv fI(x).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

CI(x) = clUε(conv fI(x)),

îíè íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò x â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Ïåðåñå÷åíèå

C(x) =
⋂

I⊆[n],|I|=n−l+1

CI(x) ∩B

èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü, à çíà÷èò íåïðåðûâíî çàâèñèò îò x â
ìåòðèêå Õàóñäîðôà (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [95]).

Çíà÷èò, ïî òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé, íàéä¼òñÿ x ∈ B òàêîå, ÷òî x ∈ C(x). Óñòðåìëÿÿ ε ê íó-
ëþ è èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ êîìïàêòíîñòè, ïîëó÷àåì òî÷êó x ∈⋂
I⊆[n],|I|=n−l+1 conv fI(x), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà èç [1].

Ëåììà 4.21. Ïóñòü F = {h1, . . . , hn} � ñåìåéñòâî ãèïåðïëîñêî-
ñòåé â Rd, ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè π1, . . . , πn íà ñî-
îòâåòñòâóþùèå ãèïåðïëîñêîñòè. Òîãäà íàéä¼òñÿ îãðàíè÷åííîå âû-
ïóêëîå òåëî B, òàêîå ÷òî

∀i = 1, . . . , n, πi(B) ⊆ B.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.7. Ïóñòü F = {h1, h2, . . . , hn}. Äëÿ âñÿ-
êîãî i ∈ [n] îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ fi : Rd → Rd êàê îðòîãîíàëüíûå
ïðîåêöèè òî÷êè x íà hi. Ïî ëåììå 4.21 íàéä¼òñÿ îãðàíè÷åííîå âû-
ïóêëîå òåëî B, êîòîðîå ïåðåâîäèòñÿ â ñåáÿ ïðîåêöèÿìè fi.

Ïðèìåíèì òåïåðü ëåììó 4.20 ê ìíîæåñòâó B è îòîáðàæåíèÿì fi.
Òîãäà ïîëó÷àåì òî÷êó x òàêóþ, ÷òî âñÿêîå ïîëóïðîñòðàíñòâî H 3 x

ñîäåðæèò íå ìåíåå l =

⌊
n+ d

d+ 1

⌋
òî÷åê fi(x). Òàê êàê fi(x) � ýòî

ïðîåêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ëó÷à r ñ íà÷àëîì â x íàéä¼òñÿ
íå ìåíåå l ãèïåðïëîñêîñòåé èç F , êîòîðûå ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ñ r,
ëèáî ïàðàëëåëüíû åìó.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå äëÿ âñÿêîãî ëó÷à r ñ íà÷àëîì
â x ëó÷ r ïåðåñåêàåò íå ìåíåå l ãèïåðïëîñêîñòåé èç F . Ðàññìîòðèì
åäèíè÷íóþ ñôåðó S ñ öåíòðîì â x è ñïðîåöèðóåì ãèïåðïëîñêîñòè èç
F íà íå¼, ïîëó÷èâ ñåìåéñòâî G, ñîñòîÿùåå èç îòêðûòûõ ïîëóñôåð,
ëèáî ïîëíûõ ñôåð (åñëè x ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåé h ∈ F).
Óæå äîêàçàíî, ÷òî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ èç G ïîêðûâàþò S ñ êðàò-
íîñòüþ íå ìåíåå l, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ñàìè ìíîæåñòâà G ïîêðûâàþò
S ñ êðàòíîñòüþ íå ìåíåå l.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: e ∈ S ïîêðûòà k < l ìíîæåñòâàìè èç
G è ëåæèò íà ãðàíèöå êàê ìèíèìóì l− k ìíîæåñòâ èç G, îáîçíà÷èì
òàêèå ìíîæåñòâà H ⊂ G. Èç îáùåãî ïîëîæåíèÿ èñõîäíûõ ãèïåðïëîñ-
êîñòåé ñëåäóåò, ÷òî |H| ≤ d− 1 è â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè e íàé-
ä¼òñÿ òî÷êà, êîòîðàÿ íå ëåæèò íè â êàêîì çàìûêàíèè clX ìíîæåñòâà
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X ∈ H. Òîãäà äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê e òî÷êà e′ ëåæèò â òî÷íîñòè â
òåõ æå ìíîæåñòâàõ èç G, ÷òî è e (èç îòêðûòîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ) è íå
ëåæèò íà ãðàíèöå íèêàêîãî èç ìíîæåñòâ G. Çíà÷èò, îíà ïðèíàäëåæèò
çàìûêàíèÿì íå áîëåå ÷åì k ìíîæåñòâ èç G � ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 4.10. Ïðèìåíèì ê ñåìåéñòâó ïðÿìûõ òåî-
ðåìó 4.7 è íàéä¼ì öåíòðàëüíóþ òî÷êó x.

Âñÿêîé ïðÿìîé l ñîïîñòàâèì åäèíè÷íûé âåêòîð e, íàïðàâëåííûé
èç x â áëèæàéøóþ ê x òî÷êó ýòîé ïðÿìîé. Åñëè x ëåæèò íà ïðÿ-
ìîé, òî òàêîé ïðÿìîé ñîïîñòàâèì ëþáîé íîðìàëüíûé ê íåé âåêòîð
e. Çàíóìåðóåì ýòè âåêòîðà (è ïðÿìûå) ïî êðóãó {e1, e2, e3, . . . , e3n}
({l1, l2, l3, . . . , l3n}) ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Òîãäà âîçüì¼ì òðîéêè lklk+nlk+2n (êîýôôèöèåíòû ñ÷èòàåì ïî ìî-
äóëþ 3n). Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ îáðàçóåò òðåóãîëüíèê, ñî-
äåðæàùèé x. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ëåæèò íà îäíîé èç ïðÿìûõ, òî
ýòî î÷åâèäíî.

Èíà÷å âåêòîðà ek, ek+n, ek+2n íå ëåæàò íè â êàêîé îòêðûòîé ïîëó-
ïëîñêîñòè H, ñîäåðæàùåé x íà ñâîåé ãðàíèöå, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
ëó÷ r, ÿâëÿþùèéñÿ âíåøíåé íîðìàëüþ ê H â òî÷êå x, ïåðåñåêàë áû
ìåíåå n−2 ïðÿìûõ èç li, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò öåíòðàëüíîñòè x. Çíà÷èò
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ek, ek+n, ek+2n ñîäåðæèò íîëü, èç îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ íîëü íàõîäèòñÿ ñòðîãî âíóòðè íå¼, ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê
èç ïðÿìûõ lklk+nlk+2n ñîäåðæèò x.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.8. Ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñâÿç-
íîé ìåðû.

Äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ Rd ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

πx : γ1
d → Rd,

êîòîðîå îòîáðàæàåò ãèïåðïëîñêîñòüH â ïðîåêöèþ òî÷êè x íàH. Ýòî
îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî âåçäå êðîìå ìíîæåñòâà ìåðû íóëü, ïîýòîìó
êîððåêòíî îïðåäåëåíû ìåðû λx = πx∗µ.
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Ïî ëåììå 4.13 ýòè ìåðû íåïðåðûâíî çàâèñÿò îí x. Ýòè ìåðû ñâÿç-
íû è âñå îíè èìåþò êîìïàêòíûå íîñèòåëè. Åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
x îãðàíè÷èòü íåêîòîðûì êîìïàêòîì, òî è íîñèòåëè λx îêàæóòñÿ â
íåêîòîðîì êîìïàêòå.

Òåïåðü äëÿ âñÿêîãî x ìîæíî ðàññìîòðåòü centλx. Îí íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò x â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ïî ëåììàì 4.18 è 4.19, ïîýòîìó
ìîæíî âûáðàòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(x) ∈ centλx. Áóäåì ïðè-
ìåíÿòü òåîðåìó î íåïîäâèæíîé òî÷êå 3.2 ê îòîáðàæåíèþ f(x), äëÿ
ýòîãî íàäî ïîêàçàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà M , òàêàÿ ÷òî äëÿ âñÿ-
êîãî x

|x| > M =⇒ (x, x− f(x)) > 0.

Ïðèìåíèì ëåììó 4.14 ê ìåðå λ0 è ÷èñëó ε =
1

2(d+ 1)
, íàéä¼ì

òàêîå δ > 0, ÷òî âñÿêàÿ ïîëîñà T øèðèíû íå áîëåå δ èìååò ìåðó
λ0(T ) < ε. Ïóñòü íîñèòåëü λ0 ëåæèò â êðóãå ðàäèóñà R, âîçüì¼ì
÷èñëî M > R2/δ. Äëÿ òî÷êè x ∈ Rd, òàêîé ÷òî |x| > M , îáîçíà-
÷èì Hx = {y ∈ Rd : (y, x) ≥ (x, x)}. Ïîñìîòðèì, ÷åìó ðàâíà ìåðà
λx(Hx). Äëÿ ýòîãî ïåðåâåä¼ì Hx îòîáðàæåíèåì π0 ◦π−1

x â ìíîæåñòâî
Lx. Ïîêàæåì, ÷òî

Lx = {y ∈ Rd : (y, x) ≥ 0 è |y − x/2| ≥ |x|/2}.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî z ∈ Hx ãèïåðïëîñêîñòü h = π−1
x (z) ëè-

áî ïàðàëëåëüíà âåêòîðó x, ëèáî ïåðåñåêàåò ëó÷, âûõîäÿùèé èç x â
íàïðàâëåíèè x. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî π0(h) ëåæèò â îïèñàííîì âûøå
ìíîæåñòâå Lx, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî äîñòàòî÷íî ïåðåéòè â äâó-
ìåðíóþ ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ x, z, 0.

Çíà÷èò ïåðåñå÷åíèå Lx ∩ S ëåæèò â ïîëîñå òîëùèíû ìåíåå δ, à
çíà÷èò λ0(Lx) = λx(Hx) < ε. Ýòî çíà÷èò, ÷òî centλx ∩Hx = ∅ è äëÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ x èìååì (x, x− f(x)) > 0.

Ïî òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå íàéä¼òñÿ x ∈ BM òàêàÿ, ÷òî x ∈
centλx. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.7 ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî ýòà òî÷êà è åñòü òà, ÷òî íóæíà â òåîðåìå.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåñâÿçíîé ìåðû µ. Âîçüì¼ì òàêîå ïðî-
ñòðàíñòâî øàðîâ BR(γ1

d) ðàññëîåíèÿ γ1
d ðàäèóñà R, ÷òî suppµ ⊆

BR(γ1
d). Íà BR(γ1

d) âîçüì¼ì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ1 êîòîðàÿ èíâà-
ðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé èç O(d) è íà êàæäîì ñëîå ðàññëî-
åíèÿ ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé ìåðîé íà øàðå â Rd−1 ñ òî÷íîñòüþ
äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó. Ìåðà µ1 ñâÿçíà è ñâÿçíû âñå ìåðû
µt = (1−t)µ+tµ1, êîòîðûå ê òîìó æå íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò t ∈ [0, 1].

Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå ïðè t > 0 äëÿ ìåðû µt ìîæíî âûáðàòü
òî÷êó xt ∈ centπxt∗(µt). Ïðèâåä¼ííîå ðàíåå ÷èñëî M íå áóäåò çà-
âèñåòü îò t, òàê êàê ëåììó 4.14 ìîæíî ïðèìåíèòü êî âñåìó ñåìåé-
ñòâó ìåð π0∗(µt). Çíà÷èò ïî êîìïàêòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
x1/n ∈ BM áóäåò èìåòü ÷àñòè÷íûé ïðåäåë x0, êîòîðûé, ïî íåïðåðûâ-
íîñòè, áóäåò èñêîìîé òî÷êîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.9. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðåìå áó-
äåì ñ÷èòàòü ìåðû ñâÿçíûìè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊆ Rd ðàçìåð-
íîñòè k + 1. Ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè k-ïëîñêîñòè â Rd

ïðîåöèðóþòñÿ â l-ïëîñêîñòè (l ≤ k) â L, ïðè÷¼ì, çà èñêëþ÷åíèåì
ìíîæåñòâà ìåðû íóëü, k-ïëîñêîñòè ïðîåöèðóþòñÿ â k-ïëîñêîñòè.

Òàêèì îáðàçîì ïðîåêöèÿ äà¼ò ìåðû νi,L íà ìíîæåñòâå ãèïåðïëîñ-
êîñòåé γ1

L. Ýòè ìåðû íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò L. Êàê â ïðåäûäóùåé
òåîðåìå äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ L ðàññìîòðèì ìåðû λi,L,x íà L, ïîëó-
÷àþùèåñÿ èç νi,L ïðîåêöèåé πx â L. Èõ öåíòðàëüíûå òî÷êè çàâèñÿò
íåïðåðûâíî îò x è L, òî åñòü íàéäóòñÿ îòîáðàæåíèÿ

fi : γk+1
d → γk+1

d (i = 1, . . . , d− k),

êîòîðûå, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
òåîðåìû 3.2 (ñ ó÷¼òîì òåîðåìû 3.3).

Òîãäà ïîëó÷àåì x è L òàêèå, ÷òî x ∈ centλi,L,x äëÿ ëþáîãî i =
1, . . . , d− k. Î÷åâèäíî, ÷òî d− k− 1-ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê
L â òî÷êå x, ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
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4.8 Äâîéñòâåííûå òåîðåìû òèïà Òâåðáåð-

ãà

Ñôîðìóëèðóåì äâîéñòâåííóþ òåîðåìó Òâåðáåðãà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî d+1 ãèïåðïëîñêîñòü h1, . . . , hd+1

îáùåãî ïîëîæåíèÿ â Rd îáðàçóåò ñèìïëåêñ S, åñëè S ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà òî÷åê {xi}, ãäå äëÿ i = 1, . . . , d+ 1

xi =
⋂
j 6=i

hj.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ ãèïåðãðàíü S ëåæèò íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãè-
ïåðïëîñêîñòè hi.

Ãèïîòåçà 4.2 (Äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà). Ïóñòü â Rd äàíî
ñåìåéñòâî èç (d+1)n ãèïåðïëîñêîñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òîãäà èõ
ìîæíî ðàçáèòü íà íàáîðû èç d+ 1 øòóê òàê, ÷òî âñå ñèìïëåêñû,
îáðàçîâàííûå íàáîðàìè, èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Â ýòîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé ãèïîòåçû ñ ïî-
ìîùüþ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Äîêàçûâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà
n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî, ÷òî èäåíòè÷íî îãðàíè÷åíèþ, âîçíè-
êàþùåìó â òîïîëîãè÷åñêîì àíàëîãå òåîðåìû Òâåðáåðãà â [74].

Òåîðåìà 4.22. Ïóñòü â Rd äàíî ñåìåéñòâî èç (d + 1)n ãèïåðïëîñ-
êîñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðè÷¼ì n = pk, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Òîãäà ýòè ïëîñêîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà n íåïåðåñåêàþùèõñÿ
íàáîðîâ èç d+ 1 øòóê òàê, ÷òî âñå ñèìïëåêñû, îáðàçîâàííûå íàáî-
ðàìè, èìåþò îáùóþ âíóòðåííþþ òî÷êó.

Áóäåò äîêàçàíà è äâîéñòâåííàÿ âåðñèÿ öâåòíîé òåîðåìû Òâåðáåð-
ãà èç ðàáîòû [67].
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Òåîðåìà 4.23. Ïóñòü â Rd äàíî ñåìåéñòâî èç (d+1)t ãèïåðïëîñêî-
ñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ãäå t ≥ 2r− 1, r = pk, p � ïðîñòîå ÷èñëî.
Ïóñòü ýòè ãèïåðïëîñêîñòè ðàçáèòû íà d+ 1 ñåìåéñòâî (öâåò) ïî
t ýëåìåíòîâ.

Òîãäà èç äàííûõ ïëîñêîñòåé ìîæíî âûáðàòü r− d íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ íàáîðîâ ïî d+ 1 ãèïåðïëîñêîñòè â êàæäîì íàáîðå òàê, ÷òî
âñå ñèìïëåêñû, îáðàçîâàííûå íàáîðàìè, èìåþò îáùóþ âíóòðåííþþ
òî÷êó è êàæäûé íàáîð ðàçíîöâåòíûé, òî åñòü íå ñîäåðæèò ïàðû
îäíîöâåòíûõ ïëîñêîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4.22 è 4.23. Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
òåîðåìû 4.22, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.23 ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé êîì-
ïëåêñà ∆n(d+1)−1 íà êîìïëåêñ K(d+ 1, t) è ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé
èõ âûðåçàííûõ äæîéíîâ.

Ïîëîæèì N = n(d + 1) è çàíóìåðóåì ãèïåðïëîñêîñòè {hi}Ni=1.
Ïîëîæèì G = (Zp)

k.
Êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.7, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå fi êàê

ïðîåêöèþ íà hi. Òàêæå ðàññìîòðèì âûïóêëîå òåëî B, êîòîðîå ýòèìè
îòîáðàæåíèÿìè ïåðåâîäèòñÿ â ñåáÿ.

Ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåò-
ñòâóþò ãèïåðïëîñêîñòÿì hi îòîæäåñòâèì ñ ñèìïëåêñîì ∆N−1.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó b ∈ B. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå sb : (∆N−1)∗n∆ =
EGN → JnA(Rd). Îòîáðàæåíèå tb : ∆N−1 → Rd îïðåäåëèì íà âåðøè-
íàõ ∆N−1 êàê fi(b)−b äëÿ âåðøèíû vi. Äàëåå ïðîäîëæèì ïî ëèíåéíî-
ñòè íà ∆N−1. Îòîáðàæåíèå sb áóäåò n-êðàòíûì äæîéíîì îòîáðàæå-
íèÿ tb. Òåïåðü, ðàññìàòðèâàÿ îòîáðàæåíèå sb â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè
b, ìîæåì ñ÷èòàòü åãî íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì s : B×(∆N−1)∗n∆ =
B × EGN → JnA(Rd).

Îòîáðàæåíèå s ýêâèâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G
íà EGN è JnA(Rd) è ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî
ýêâèâàðèàíòíîãî ðàññëîåíèÿ.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî ñå÷åíèå s íåêîòîðûå òî÷êè îòîáðàæàåò â
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íóëü. Çàìåòèì, ÷òî ýêâèâàðèàíòíûé êëàññ Ýéëåðà e(Dn
A(Rd)) èìååò

ðàçìåðíîñòü (d+ 1)(n− 1) è íå ðàâåí íóëþ â H∗G(EGN , Zp), òàê êàê
îòîáðàæåíèå

S(d+1)(n−1)
p (k)→ H

(d+1)(n−1)
G (EGN , Zp)

èíúåêòèâíî. Áîëåå òîãî, ïî ëåììå 2.12 íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò e′ ∈
Λd(k), ÷òî îáðàç e(Dn

A(Rd))e′ â Hn(d+1)−1
G (EGN , Zp) íå ðàâåí íóëþ.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ s2 = π ◦ s ñ ïðîåêöèåé π ïðîñòðàíñòâà
JnA(Rd) íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Dn

A(Rd), èçîìîðôíîå Rd, ïî-
ëó÷èì, ÷òî îòíîñèòåëüíûé êëàññ Ýéëåðà ÷àñòè÷íîãî ñå÷åíèÿ s2 òðè-
âèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ (B, ∂B)× Rd íå ðàâåí íóëþ â Hd(B, ∂B). Òî-
ãäà, ïî ñâîéñòâó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè, îòíîñèòåëüíûé êëàññ Ýéëåðà
ñå÷åíèÿ s íå ðàâåí íóëþ â HN−1

G (B × EGN , ∂B × EGN , Zp), ÷òî ãà-
ðàíòèðóåò îòîáðàæåíèå â íóëü íåêîòîðûõ ïàð b× y, ìíîæåñòâî âñåõ
òàêèõ ïàð îáîçíà÷èì Z.

Ðàñïèøåì óñëîâèå b × y ∈ Z äëÿ b ∈ B, y ∈ EGN áîëåå ïî-
äðîáíî. Òî÷êà y ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê èç ∆N−1 (â
ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì âûðåçàííîãî äæîéíà)

y = c1x1 ⊕ . . . cnxn,

ãäå òî÷êè xi ∈ ∆N−1 èìåþò ïîïàðíî äèçúþíêòíûå íîñèòåëè. Îòîá-
ðàæåíèå â íîëü îçíà÷àåò, ÷òî c1 = · · · = cn = 1/n è tb(x1) = · · · =
tb(xn) = b. Êàæäîå cixi ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ
âåðøèí ñèìïëåêñà ∆N−1

cixi = ai1v1 ⊕ · · · ⊕ aiNvN .

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ âûðåçàííîãî äæîéíà ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì j ∈ [N ] aij 6= 0 íå áîëåå ÷åì äëÿ îäíîãî èíäåêñà
i ∈ [n]. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà:
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Ëåììà 4.24. Â òåêóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïóñòü J ⊆ [N ], F = {tb(vj) :
j ∈ J}. Òîãäà b ∈ convF â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1) ëèáî b ∈ F ;
2) ëèáî â F íå ìåíåå d+ 1 ýëåìåíòà è b ëåæèò ñòðîãî âíóòðè

convF .

Îáîçíà÷èì òåïåðü äëÿ äàííîé òî÷êè b× y ∈ Z

Jb = {j ∈ [N ] : fj(b) = tb(vj) = b}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ïàð b× y ∈ Z ìíîæåñòâî Jb íåïóñòî,
òîãäà ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p : B × EGN → EGN , êîòîðîå äëÿ
ïàðû b × y èç êîîðäèíàò {aij} òî÷êè y çàíóëÿåò âñå, êðîìå òåõ, ó
êîòîðûõ j ∈ Jb, à ïîòîì íîðìèðóåò îñòàâøèåñÿ êîîðäèíàòû íà åäè-
íè÷íóþ ñóììó, òî÷êà b ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè îòáðàñûâàåòñÿ. Ýòî
îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî íå íà âñåì B × EGN , íî ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ, îíî îïðåäåëåíî íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊇ Z.

Îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ p(U) ëåæèò â d − 1-ìåðíîì ñêåëåòå
EGN , òàê êàê â îáðàçå îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ ìîãóò íå áîëåå d ÷èñåë èç
aij, ñîîòâåòñòâóþùèõ òåì ãèïåðïëîñêîñòÿì, êîòîðûå ñîäåðæàò äàí-
íóþ òî÷êó b. Ê òîìó æå ýòî îòîáðàæåíèå G-ýêâèâàðèàíòíî.

Âñïîìíèì òåïåðü ïðî êëàññ e′ ∈ Λd
p(k). Åãî åñòåñòâåííûé îáðàç â

Hd
G(p(U), Zp) ðàâåí íóëþ ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè, à çíà÷èò åãî

åñòåñòâåííûé îáðàç â Hd
G(U,Zp) òîæå ðàâåí íóëþ. Òàêæå ÿñíî, ÷òî

êëàññ Ýéëåðà e(JnA(Rd)) â êîãîìîëîãèÿõH∗G(B×EGN , ∂B×EGN , Zp)
îáðàùàåòñÿ â íóëü íà B × EGN \ Z. Ïî ëåììå 2.25 ïðîèçâåäåíèå
e(JnA(Rd))e′ äîëæíî îáðàòèòüñÿ â íóëü âH∗G(B×EGN , ∂B×EGN , Zp),
îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî e(Dn

A(Rd))e′ 6= 0 ∈ HG(EGN , Zp)
è ôîðìóëå Êþííåòà â ñóììå ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ êëàññà Ýéëå-
ðà.

Çíà÷èò íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è äëÿ êàêîé-òî ïàðû b×y ∈
Z ìíîæåñòâî Jb ïóñòî. Òîãäà ìíîæåñòâà

Si = {j ∈ [J ] : aij 6= 0}
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íå ïåðåñåêàþòñÿ, è conv tb(Si) 3 b äëÿ âñåõ i ∈ [n]. Ïî ïðåäûäó-
ùåé ëåììå âñå ýòè ìíîæåñòâà îáÿçàíû èìåòü ïî d + 1 ýëåìåíòó è
int conv tb(Si) 3 b. Â ýòîì ñëó÷àå íàáîðû ãèïåðïëîñêîñòåé {hj}j∈Si

îáðàçóþò ñèìïëåêñû, ñîäåðæàùèå b âíóòðè ñåáÿ.

4.9 Íåêîòîðûå ãèïîòåçû

Ïîìèìî óæå ñôîðìóëèðîâàííîé ãèïîòåçû î äâîéñòâåííîé òåîðåìå
Òâåðáåðãà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, ïðèâåä¼ì åù¼ äâå ãèïîòåçû, êîòîðûå
ìîãëè áû îáîáùèòü ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé èíòåðïîëÿöèåé ìåæ-
äó îáû÷íîé è äâîéñòâåííîé òåîðåìîé î öåíòðàëüíîé òî÷êå.

Ãèïîòåçà 4.3 (Òåîðåìà î öåíòðàëüíîé òî÷êå äëÿ k-ïëîñêîñòåé). Ñó-
ùåñòâóåò êîíñòàíòà c(k, d) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîé àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà
ìíîæåñòâå k-ïëîñêîñòåé â Rd íàéä¼òñÿ òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî äëÿ
âñÿêîé (n− k)-ïîëóïëîñêîñòè M 3 x

µ(I(M,k)) ≥ c(k, d).

Ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà áûëà áû äâîéñòâåííûì àíàëîãîì öâåòíîé
òåîðåìû Òâåðáåðãà íà ïëîñêîñòè èç ðàáîòû [5].

Ãèïîòåçà 4.4 (Äâîéñòâåííàÿ öâåòíàÿ òåîðåìà Òâåðáåðãà íà ïëîñ-
êîñòè). Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíî ñåìåéñòâî èç 3n ïðÿìûõ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, ðàñêðàøåííûõ â òðè öâåòà ïî n øòóê. Òîãäà èõ ìîæ-
íî ðàçáèòü íà ðàçíîöâåòíûå òðîéêè òàê, ÷òî âñå òðåóãîëüíèêè,
îáðàçîâàííûå òðîéêàìè, èìåþò îáùóþ òî÷êó.



Ãëàâà 5

Òåîðåìû î ïîêðûòèÿõ è
ðàçáèåíèÿõ

Â ýòîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ â äóõå òåîðåìû
Êíàñòåðà-Êóðàòîâñêîãî-Ìàçóðêåâè÷à (ÊÊÌ). Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà
ÊÊÌ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé êðàòíîãî ïîêðûòèÿ íåñêîëüêèìè ñåìåé-
ñòâàìè ìíîæåñòâ. Îäèí ðåçóëüòàò òàêîãî ðîäà áûë ðàíåå èçâåñòåí èç
ðàáîòû [2].

Òåîðåìà 5.1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àíàëîãà òåîðåìû ÊÊÌ èç [2]
äëÿ íåñêîëüêèõ ïîêðûòèé ñèìïëåêñà íà ñëó÷àé, êîãäà êîëè÷åñòâî
ïîêðûòèé íå ðàâíî êîëè÷åñòâó âåðøèí ñèìïëåêñà. Â êà÷åñòâå ñëåä-
ñòâèÿ òåîðåìû 5.1 ïðèâîäÿòñÿ îáîáùåíèÿ òåîðåìû Áðàóýðà î íåïî-
äâèæíîé òî÷êå äëÿ ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ñèìïëåêñà â ñåáÿ.

Â îòëè÷èå îò ðàáîòû [2], â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ îáîáùåíèå òåîðå-
ìûØïåðíåðà î òðèàíãóëÿöèÿõ ñèìïëåêñà, à çàòåì èç íåãî âûâîäèòñÿ
àíàëîã òåîðåìû ÊÊÌ, äàëåå â ýòîé ãëàâå îáîáùåíèå òåîðåìû ÊÊÌ
âûâîäèòñÿ èç òîïîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-
ñòâó ñîáñòâåííî òåîðåìû ÊÊÌ â êíèãå [94]. Òåì íå ìåíåå, äàëåå áóäóò
ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû äâà îáîáùåíèÿ òåîðåìû Øïåðíåðà, ñî-
îòâåòñòâóþùèå òåîðåìàì òèïà ÊÊÌ.

81
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Òåîðåìó 5.1 ìîæíî íàçâàòü ¾öâåòíûì¿ âàðèàíòîì òåîðåìû ÊÊÌ,
â äóõå öâåòíûõ òåîðåì Êàðàòåîäîðè, Õåëëè, Òâåðáåðãà èç ðàáîò [4, 5].
Òàêæå â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ áëèçêàÿ ê òåîðåìå 5.1 ïî ôîðìóëèðîâêå
è ïî ñïîñîáó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìà 5.12, êîòîðàÿ â íåêîòîðîì ñìûñ-
ëå ÿâëÿåòñÿ ¾öâåòíûì¿ âàðèàíòîì òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå è
èç ýòîé òåîðåìû âûâîäèòñÿ öâåòíàÿ òåîðåìà Õåëëè.

Òàêæå â ýòîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå îáîáùåíèå òåîðåìû
èç ðàáîò [56, 57], êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü àíàëîãîì òåîðåìû ÊÊÌ
äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñèìïëåêñîâ.

5.1 Öâåòíàÿ òåîðåìà Êíàñòåðà-Êóðàòîâñêîãî-

Ìàçóðêåâè÷à

Ñèìïëåêñ ðàçìåðíîñòè d áóäåì îáîçíà÷àòü ∆d, åãî ìíîæåñòâî âåð-
øèí îòîæäåñòâëÿåì ñ [d+ 1]. Ãèïåðãðàíü ñèìïëåêñà ∆d, íå ñîäåðæà-
ùóþ âåðøèíó i, îáîçíà÷èì ∂i∆

d, à çà ∂∆d îáîçíà÷èì âñþ ãðàíèöó
∆d.

Òåîðåìà 5.1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X èç n òî÷åê â Rd è ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ [m], ãäå m ≥ n. Ïóñòü {A(x, j)}, ãäå x ∈ X,
j ∈ [m] � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðîãî

∀j ∈ [m] ∀Y ⊆ X conv Y ⊆
⋃
x∈Y

A(x, j).

Ïóñòü êàæäîìó x ∈ X ñîïîñòàâëåíî òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
a(x), ÷òî

∑
x∈X a(x) = m. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ìíî-

æåñòâà èíäåêñîâ σ : [m]→ X, ÷òî

∀x ∈ X |σ−1(x)| = a(x) è
m⋂
j=1

A(σ(j), j) 6= ∅,
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çäåñü |σ−1(x)| îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïðîîáðàçå x îò-
íîñèòåëüíî σ.

Òåîðåìà 5.1 äëÿ ñëó÷àÿ m = n ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà â [2].
Ñôîðìóëèðóåì òàêæå åù¼ îäèí âàðèàíò öâåòíîé òåîðåìû ÊÊÌ.

Òåîðåìà 5.2. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî {Aij} çàìêíóòûõ ïîäìíî-
æåñòâ ∆d, ãäå i ∈ [d+ 1], j ∈ [m] (m ≥ d+ 1), äëÿ êîòîðîãî

∀j ∀i Aij ⊇ ∂i∆
d, ∀j

⋃
i

Aij = ∆d.

Ïóñòü äàíî d+ 1 íàòóðàëüíîå ÷èñëî a1, a2, . . . , ad+1, ãäå
∑

i ai = m.
Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ σ : [m]→
[d+ 1], ÷òî

∀i ∈ [d+ 1] |σ−1(i)| = ai è
m⋂
j=1

Aσ(j)j 6= ∅.

Ïðèâåä¼ì äâà ñëåäñòâèÿ âûøåóêàçàííûõ òåîðåì. Ýòè ñëåäñòâèÿ
äàþò òåîðåìó î íåïîäâèæíîé òî÷êå, åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ fj â èõ
ôîðìóëèðîâêå îäèíàêîâûå.

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü çàäàíû m ≥ d+ 1 íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-
íèé fj : ∆d 7→ ∆d. Ïóñòü äàíî d+1 íàòóðàëüíîå ÷èñëî a1, a2, . . . , ad+1,
ãäå
∑

i ai = m. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èí-
äåêñîâ σ : [m]→ [d+ 1] è òî÷êà x ∈ ∆d, ÷òî

∀i ∈ [d+ 1] |σ−1(i)| = ai, ∀j ∈ [m] x ∈ conv({fj(x)} ∪ ∂σ(j)∆
d).

Ñëåäñòâèå 5.4. Ïóñòü çàäàíû m ≥ d+ 1 íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-
íèé fj : ∆d 7→ ∆d. Ïóñòü äàíî d+1 íàòóðàëüíîå ÷èñëî a1, a2, . . . , ad+1,
ãäå
∑

i ai = m. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èí-
äåêñîâ σ : [m]→ [d+ 1] è òî÷êà x ∈ ∆d, ÷òî

∀i ∈ [d+ 1] |σ−1(i)| = ai, ∀j ∈ [m] fj(x) ∈ conv({x} ∪ ∂σ(j)∆
d).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãîâ òåîðåìû ÊÊÌ íàì ïîíàäîáèòñÿ
ëåììà.

Ëåììà 5.5. Ïóñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : ∆d → ∆d îòîáðà-
æàåò êàæäóþ ãðàíü ∆d â ñåáÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå f ∗ : Hd(∆d, ∂∆d)→
Hd(∆d, ∂∆d) òîæäåñòâåííî è ñàìî îòîáðàæåíèå f ñþðúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî d. Ñëó÷àé d = 0 î÷å-
âèäåí. Ðàññìîòðèì âëîæåííûé â ∆d ñèìïëåêñ ∆d−1. Äëÿ íåãî óòâåð-
æäåíèå âåðíî.

Ïîëîæèì K = ∂∆d \ int ∆d−1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ f ∗ èíäóöèðóåò
òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà Hd−1(∆d−1, ∂∆d−1). Ïî èçîìîðôèç-
ìó âûðåçàíèÿ òàêæå òîæäåñòâåííî îòîáðàæåíèå íà Hd−1(∂∆d, K),
à çíà÷èò è íà Hd−1(∂∆d). Òåïåðü ðàññìàòðèâàÿ êîãðàíè÷íûé èçî-
ìîðôèçì ∂ : Hd−1(∂∆d) → Hd(∆d, ∂∆d) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ïðî
êîãîìîëîãèè.

Ñþðúåêòèâíîñòü äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü íàøëàñü òî÷êà
x ∈ ∆d òàêàÿ, ÷òî x 6∈ f(∆d). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè x 6∈ ∂∆d.
Òîãäà îòîáðàæåíèå f ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç âëîæåíèå ïàðû i : (∆d \
{x}, ∂∆d)→ (∆d, ∂∆d), êîòîðîå äà¼ò íóëåâîé ãîìîìîðôèçì i∗.

Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå èç ëåììû 5.5 ñëåäóåò áîëåå îáùåå
óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 5.6. Ïóñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñèìïëèöèàëüíîãî êîì-
ïëåêñà f : K → K îòîáðàæàåò âñÿêèé ñèìïëåêñ K â ñåáÿ. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ïîäêîìïëåêñà A îòîáðàæåíèå f ∗ : H∗(K,A)→ H∗(K,A)
òîæäåñòâåííî è f ñþðúåêòèâíî.

Âàðèàíò ëåììû 5.6 íåÿâíî èñïîëüçîâàí â ðàáîòå [33] â äîêàçàòåëü-
ñòâå íåêîòîðîãî àíàëîãà òåîðåìû ÊÊÌ (òåîðåìà 5.1 ðàáîòû [33]).

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 5.1, èç êîòî-
ðîãî ìîæíî âûâåñòè îáùèé ñëó÷àé.
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Ëåììà 5.7. Ïóñòü {Aij}, ãäå i ∈ [d + 1], j ∈ [m] (m ≥ d + 1) �
ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ∆d, äëÿ êîòîðîãî

∀j ∀i Aij ∩ ∂i∆d = ∅ è ∀j
⋃
i

Aij = ∆d.

Âîçüì¼ì íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , ad+1, äëÿ êîòîðûõ
∑

i ai =
m. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ σ :
[m]→ [d+ 1], ÷òî

∀i ∈ [d+ 1] |σ−1(i)| = ai

m⋂
j=1

Aσ(j)j 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.7. Âîçüì¼ì ε > 0, íå ïðåâîñõîäÿùåå âñåõ
ðàññòîÿíèé dist(Aij, ∂i∆

d). Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîãî Aij íåïðåðûâ-
íóþ ôóíêöèþ χij : ∆d 7→ [0, 1] òàêóþ, ÷òî χij(x) = 1 äëÿ x ∈ Aij è
χij(x)=0, åñëè dist(x,Aij) ≥ ε.

Ïîëîæèì

φij(x) =
χij(x)∑

i′∈[d+1] χi′j(x)
,

îïðåäåëåíèå φij êîððåêòíî, òàê êàê
⋃
iAij = ∆d è çíàìåíàòåëü íå

îáðàùàåòñÿ â 0.
Ïîëîæèì

φi(x) =

∑
j∈[m] φij(x)

m
.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü φi(x) êàê áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷-
êè â ñèìïëåêñå ∆d, òî ìîæíî âèäåòü, ÷òî φi çàäàþò îòîáðàæåíèå
φ : ∆d 7→ ∆d, è èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ãðàíü ∆d

îòîáðàæàåòñÿ â ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 5.5 îòîáðàæåíèå φ
ñþðúåêòèâíî è íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ ∆d òàêàÿ, ÷òî

∀i ∈ [d+ 1] φi(x) = ai/m.
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Ðàññìîòðèì ìàòðèöóM = (φij(x))i∈[d+1] j∈[m]. Ïîñòðîèì äâóäîëü-
íûé ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî � ýòî îáúåäèíåíèå ìíîæå-
ñòâà ñòîëáöîâ [m] è ìíîæåñòâà [d+ 1] ñòðîê ìàòðèöû M . Ñîåäèíèì
ñòðîêó i ñî ñòîëáöîì j, åñëè φij(x) > 0. Â ýòîé ìàòðèöå ñóììû â
ñòðîêàõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ai, ñóììû â êàæäîì ñòîëáöå ðàâíû
1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ãðàô óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 2.33 è
ñóùåñòâóåò σ : [m] 7→ [d + 1] äëÿ êîòîðîé |σ−1(i)| = ai φσ(i)i(x) > 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâ ε-îêðåñòíîñòåé Uε(Aij) âûïîëíÿåòñÿ

m⋂
j=1

Uε(Aσ(j)j) 3 x.

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ è èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ, ñâÿ-
çàííûå ñ êîìïàêòíîñòüþ ∆d è êîíå÷íîñòüþ ÷èñëà âîçìîæíûõ îòîá-
ðàæåíèé σ(ε), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Òàê æå, êàê è â êîíöå ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà, â äîêàçàòåëü-
ñòâàõ òåîðåì 5.2, 5.8 áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðè¼ìîì. Åñëè
âìåñòî ìíîæåñòâ A èç ôîðìóëèðîâêè ðàññìîòðèì èõ ε-îêðåñòíîñòè
Uε(A) = {x : dist(x,A) ≤ ε} è äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ äëÿ îêðåñò-
íîñòåé ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε, òî èñõîäíîå óòâåðæäåíèå äëÿ
ε = 0 áóäåò ñëåäîâàòü èç ñòàíäàðòíûõ ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1. Ðàññìîòðèì àôôèííîå îòîáðàæåíèå
f ñòàíäàðòíîãî ∆n−1 â Rd, ïåðåâîäÿùåå âåðøèíû ∆n−1 â òî÷êè ìíî-
æåñòâà X. Ðàññìîòðèì ïðîîáðàçû A′(x, j) = f−1(A(x, j)) � ýòî çà-
ìêíóòûå ìíîæåñòâà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ σ : [m]→ X ñ çàäàííûì
÷èñëîì ïðîîáðàçîâ êàæäîé òî÷êè èìååì

m⋂
j=1

A′(σ(j), j) 6= ∅.
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Ìíîæåñòâî âåðøèí ñèìïëåêñà ∆n−1 äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îòîæäåñòâ-
ëÿòü ñ X.

Òåïåðü ÷òîáû ïðèìåíèòü ëåììó 5.7 íàì íàäî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû
A′(x, j) íå ïåðåñåêàëîñü ñ ãèïåðãðàíüþ ∂x∆

n−1. Âîçüì¼ì äîñòàòî÷íî
ìàëîå ε′ è âû÷òåì èç A′(x, j) îòêðûòóþ ε′-îêðåñòíîñòü ãèïåðãðàíè
∂x∆

n−1, ïîëó÷èâ ìíîæåñòâî A′′(x, j). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì ε′ äëÿ êàæäîãî j ∈ [m] ìíîæåñòâà {A′′(x, j)}x∈X ïîêðûâàþò
∆n−1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ [m] êàêàÿ-
òî òî÷êà p íå ïîêðûâàåòñÿ íè îäíèì èç A′′(x, j) ïðè ëþáûõ ε′. Ïóñòü p
ëåæèò â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè ãðàíè ∆n−1, âåðøèíû êîòîðîé
îáðàçóþò ìíîæåñòâî Y èëè p ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé y ∈ X,
òîãäà îáîçíà÷èì Y = {y}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî conv Y ⊆

⋃
x∈Y A

′′(x, j)
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε′, òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.7 ê ñèìïëåêñó ∆n−1 è ìíîæåñòâàì A′′(x, j),
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2. Ïî çàìå÷àíèþ âûøå óòâåðæäåíèå äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ìíîæåñòâ Uε(Aij), òî÷íåå äëÿ èõ çàìûêàíèé
A′ij = clUε(Aij) ïðè ëþáûõ ε > 0.

Âû÷òåì èç êàæäîãî A′ij îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε/2 ñ öåíòðîì â
âåðøèíå ñ íîìåðîì i, ïîëó÷èì ìíîæåñòâà

A′′ij = A′ij \Bε/2(vi).

Òîãäà óñëîâèå
⋃d+1
i=1 A

′′
ij = ∆d îñòà¼òñÿ âåðíûì, òàê êàê ýòà îêðåñò-

íîñòü âåðøèíû vi ïîêðûòà A′i′j äëÿ ëþáîãî i′ 6= i.
Ïîìåñòèì ñèìïëåêñ ∆d â áîëüøèé ñèìïëåêñ ∆d

1 òàê, ÷òî âåðøèíû
∆d ïîïàäóò â ñåðåäèíû ãðàíåé ∆d

1. Åñëè ðàññìîòðåòü çâåçäó âåðøè-
íû ñ íîìåðîì i ñèìïëåêñà ∆d

1 â áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçäåëåíèè
∆d

1 è îáîçíà÷èòü åå Bi, òî ìíîæåñòâà A′′′ij = A′′ij ∪ (Bi \ ∆d) áóäóò
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ëåììû 5.7. Çíà÷èò äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
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σ : [m] 7→ [d+ 1]
m⋂
j=1

A′′′σ(j)j 6= ∅.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå îáÿçàíî ëåæàòü â ∆d, çíà÷èò

m⋂
j=1

A′′σ(j)j 6= ∅ è
m⋂
j=1

A′σ(j)j 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëî êîîðäè-
íàò ëåæèò â ∆d è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ fj(x, ε) = (1 − ε)fj(x).
Åñëè äëÿ êàæäîãî ε èç íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε → 0 óòâåð-
æäåíèå áóäåò âåðíî, òî îíî áóäåò âåðíî è äëÿ ε = 0. Äåéñòâèòåëüíî,
ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
σ íå çàâèñèò îò ε è x(ε)→ x.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé fj(∆d) ∈ int ∆d äëÿ âñåõ j ∈ [m].
Ïîëîæèì

Aij = {x : x ∈ conv({fj(x)} ∪ ∂i∆d)}.
Ýòè ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 5.2, êîòîðàÿ äà¼ò
â òî÷íîñòè òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 5.4. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ðàññìàò-
ðèâàåì ñëó÷àé fj(∆d) ∈ int ∆d äëÿ âñåõ j ∈ [m]. Ïîëîæèì

Aij = {x : x ∈ conv({fj(x)} ∪ ∂i∆d)}.

Ýòè ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 5.1, êîòîðàÿ äà¼ò
â òî÷íîñòè òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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5.2 Òåîðåìû òèïà ÊÊÌ íà ïðîèçâåäåíèÿõ

ñèìïëåêñîâ

Ñ ïîìîùüþ ðàçâèòîé â ýòîé ãëàâå òåõíèêè ìîæíî òàêæå ïðîñòî è
åñòåñòâåííî äîêàçàòü îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà èç ðàáîò [56, 57] î ïî-
êðûòèÿõ ïðîèçâåäåíèÿ ñèìïëåêñîâ. Â ýòèõ ðàáîòàõ èç òåîðåìû î ïî-
êðûòèè ïðîèçâåäåíèÿ ñèìïëåêñîâ âûâîäèòñÿ òåîðåìà î òðàíñâåðñà-
ëÿõ íåîäíîðîäíûõ 2-èíòåðâàëîâ, òî åñòü ïîäìíîæåñòâ äèçúþíêòíîãî
îáúåäèíåíèÿ ïàðû ïðÿìûõ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ îòðåçêîâ íà ðàçíûõ
ïðÿìûõ.

Â ðàáîòå [51] òàêæå ïðèâåäåíî áëèçêîå óòâåðæäåíèå ïðî ïðîèç-
âåäåíèå ñôåð, ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà.

Òåîðåìà 5.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñèìïëåêñîâ ∆n−1×
∆m−1 (m ≥ n) ïîêðûòî ñåìåéñòâîì èç mn çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
Aij (i ∈ [n], j ∈ [m]), ïðè÷¼ì êàæäîå Aij íå ïåðåñåêàåò ∂i∆

n−1 ×
∆m−1 è íå ïåðåñåêàåò ∆n−1× ∂j∆m−1. Âîçüì¼ì íàòóðàëüíûå ÷èñëà
a1, . . . an, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà m.

Òîãäà íàéä¼òñÿ îòîáðàæåíèå σ : [m]→ [n], äëÿ êîòîðîãî

∀i ∈ [n] |σ−1(i)| = ai,

m⋂
j=1

Aσ(j)j 6= ∅.

Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîãî ðåçóëüòàòà âûâîäèòñÿ ëåììà 5.7. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü Aij � ìíîæåñòâà èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 5.7. Ïóñòü
ìíîæåñòâà B1, . . . , Bm � m− 1-ìåðíûå êëåòêè äâîéñòâåííîãî ðàçáè-
åíèÿ ∆m−1. Òîãäà ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.8 ê ìíîæåñòâàì Aij × Bj ⊆
∆n−1 ×∆m−1, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Òàêæå íàøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.8 ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
íà ñëó÷àé ïðîèçâåäåíèÿ áîëüøåãî ÷èñëà ñèìïëåêñîâ è ïîëó÷èòü óòâåð-
æäåíèå î âçâåøåííîì ãèïåðãðàôå, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â ñòàòüå [32]
äëÿ ðàññìîòðåíèÿ òðàíñâåðñàëåé ñåìåéñòâ íåîäíîðîäíûõ d-èíòåðâàëîâ.
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Ïðèâåä¼ì ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 5.8.

Ñëåäñòâèå 5.9. Ïóñòü â êâàäðàòå Q = [0, 1]× [0, 1] äàíà àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíàÿ ìåðà µ. Ðàññìîòðèì ïàðû ðàçáèåíèé îòðåçêîâ íà
îòðåçêè [0, 1] = I1 ∪ I2 ∪ . . .∪ In è [0, 1] = J1 ∪ J2 ∪ . . .∪ Jm ïîðÿäêîâ
m ≥ n è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿ êâàäðàòà íà ïðÿìîóãîëüíèêè

Q =
⋃

i∈[n],j∈[m]

Ii × Jj.

Ïóñòü c > 0. Òîãäà ëèáî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïàðà ðàçáèåíèé, ÷òî äëÿ
ëþáûõ i ∈ [n], j ∈ [m]

µ(Ii × Jj) < c,

ëèáî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ÷èñëà m = a1 + a2 + . . . + an íàéä¼òñÿ
ïàðà ðàçáèåíèé îòðåçêà I ïîðÿäêà n, J ïîðÿäêà m è îòîáðàæåíèå
σ : [m]→ [n], òàêîå ÷òî

∀i ∈ [n] |σ−1(i)| = ai, ∀j ∈ [m] µ(Iσ(j) × Jj) ≥ c.

Ñëåäñòâèå 5.10. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ñâÿçíûõ îãðàíè-
÷åííûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ F â R2. Ïóñòü m ≥ n � íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà. Òîãäà ëèáî âñå ìíîæåñòâà F ìîæíî ïåðåñå÷ü íàáîðîì
èç m ãîðèçîíòàëüíûõ è n âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ, ëèáî âûïîëíÿåò-
ñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Äëÿ ëþáîãî íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a1, . . . , an, an+1) ñ ñóì-
ìîé, ðàâíîé m + 1, íàéä¼òñÿ ïîäñåìåéñòâî {X1, . . . , Xm+1} ⊆ F è
îòîáðàæåíèå σ : [m+ 1]→ [n+ 1], äëÿ êîòîðîãî

∀i ∈ [n+ 1] |σ−1(i)| = ai,

ïðîåêöèè Xi è Xj íà âåðòèêàëüíóþ îñü íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè i 6= j,
ïðîåêöèè Xi è Xj íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü íå ïåðåñåêàþòñÿ, åñëè
σ(i) 6= σ(j).
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Ýòî ñëåäñòâèå âåðíî è äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ: ýòîò ñëó÷àé âû-
âîäèòñÿ èç ñëó÷àÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, åñëè âìåñòî çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ âçÿòü èõ ε-îêðåñòíîñòè, ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå, óñòðåìèòü ε
ê íóëþ è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîáðàæåíèÿìè êîìïàêòíîñòè. Ñôîðìó-
ëèðóåì î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå èç ñëåäñòâèÿ 5.10, êîòîðîå èìååò áîëåå
ïðîñòóþ ôîðìóëèðîâêó. Ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà òèïà Õåëëè äëÿ ëèíåé-
íûõ òðàíñâåðñàëåé.

Ñëåäñòâèå 5.11. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ñâÿçíûõ îãðà-
íè÷åííûõ îòêðûòûõ (çàìêíóòûõ) ìíîæåñòâ F â R2. Ïóñòü m ≥
n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñÿêîå ïîäñåìåéñòâî
G ⊆ F , ó êîòîðîãî |G| ≤ m + 1, ìîæíî ïåðåñå÷ü ëèáî m ãîðèçîí-
òàëüíûìè, ëèáî n âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè. Òîãäà âñ¼ ñåìåéñòâî
F ìîæíî ïåðåñå÷ü íàáîðîì èç m ãîðèçîíòàëüíûõ è n âåðòèêàëü-
íûõ ïðÿìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.8. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5.7,
îò ìíîæåñòâ Aij ïåðåéä¼ì ê ôóíêöèÿì χij : ∆n−1×∆m−1 → R, êîòî-
ðûå ðàâíû 1 íà Aij è îáðàùàþòñÿ â íóëü â íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòè
Aij.

Òàê êàê ìíîæåñòâà Aij ïîêðûâàþò ∆n−1×∆m−1, òî ìîæíî ïåðåé-
òè ê íîðìèðîâàííûì ôóíêöèÿì

φij(x) =
χij(x)∑
k,l χkl(x)

.

Äàëåå ðàññìîòðèì ôóíêöèè

fi(x) =
m∑
j=1

φij(x) gj(x) =
n∑
i=1

φij(x).

Îáà íàáîðà äàþò îòîáðàæåíèÿ f : ∆n−1 → ∆n−1 (ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì âëîæåíèè ∆n−1 × {y} → ∆n−1 × ∆m−1) è g : ∆m−1 → ∆m−1
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(ïðè ôèêñèðîâàííîì âëîæåíèè {x} × ∆m−1 → ∆n−1 × ∆m−1), ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì ε óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ëåììû 5.5. Òîãäà ïî
ëåììå 5.5 îòîáðàæåíèÿ

f ∗ : H∗(∆n−1, ∂∆n−1)→ H∗(∆n−1 ×∆m−1, ∂∆n−1 ×∆m−1)

è

g∗ : H∗(∆m−1, ∂∆m−1)→ H∗(∆n−1 ×∆m−1,∆n−1 × ∂∆m−1)

òîæäåñòâåííû. Ïî ñâîéñòâó ×-ïðîèçâåäåíèÿ êîãîìîëîãèé îòîáðàæå-
íèå (f×g)∗ òîæäåñòâåííî íà Hn+m−2(∆n−1×∆m−1, ∂(∆n−1×∆m−1)).

Çíà÷èò, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5.5 f×g ñþðúåêòèâíî
è íàéä¼òñÿ òî÷êà x, äëÿ êîòîðîé

∀i ∈ [n] fi(x) =
ai
m
∀j ∈ [m] gj(x) =

1

m
.

Âîçâðàùàÿñü ê ìàòðèöå φij(x) âèäèì, ÷òî ó íå¼ ñóììû ïî ñòðîêàì
ðàâíû ai/m, à ïî ñòîëáöàì 1/m. Çíà÷èò ïî ëåììå 2.33 íàéä¼òñÿ îòîá-
ðàæåíèå σ : [m]→ [n], äëÿ êîòîðîãî

∀i ∈ [n] |σ−1(i)| = ai, ∀j ∈ [m] φσ(j)j(x) 6= 0.

Äàëåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 5.7 ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó ε→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 5.9. Ïðîñòðàíñòâî âñåâîçìîæíûõ ïàð ðàç-
áèåíèé ïîðÿäêà n èm ïàðàìåòðèçóåòñÿ P = ∆n−1×∆m−1. Îïðåäåëèì
â P ïîäìíîæåñòâà

Aij = {(I1, . . . , In, J1, . . . , Jm) : µ(Ii × Jj) ≥ c}.

Ìíîæåñòâà Aij óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 5.8 î ïåðåñå÷åíèÿõ
ñ ãðàíèöåé. Åñëè îíè ïîêðûâàþò P , òî ïî ýòîé òåîðåìå äëÿ âñÿêîãî
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ðàçáèåíèÿ ÷èñëà a1 + . . . + an = m åñòü îòîáðàæåíèå σ : [m] → [n]
è âûïîëíÿåòñÿ âòîðàÿ àëüòåðíàòèâà äàííîãî ñëåäñòâèÿ, åñëè Aij íå
ïîêðûâàþò P , òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðâàÿ àëüòåðíàòèâà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 5.10. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ìíîæåñòâà
ñåìåéñòâà F ñîäåðæàòñÿ ñòðîãî âíóòðè íåêîòîðîãî êâàäðàòà Q.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äîêàçàòåëüñòâó, ïðîñòðàíñòâî âñåâîç-
ìîæíûõ íàáîðîâ èç n ãîðèçîíòàëüíûõ è m âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ,
ïåðåñåêàþùèõ Q, åñòåñòâåííî èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó ïàð ðàçáèå-
íèé îòðåçêà ïîðÿäêîâ n + 1 è m + 1, êîòîðîå ðàâíî P = ∆n × ∆m.
Îïðåäåëèì â P ïîäìíîæåñòâà

Aij = {(I1, . . . , In+1, J1, . . . , Jm+1) : ∃X ∈ F : X ⊂ int(Ii × Jj)}.

Ìíîæåñòâà Aij çàìêíóòû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 5.8 î
ïåðåñå÷åíèÿõ ñ ãðàíèöåé. Åñëè îíè ïîêðûâàþò P , òî ïî ýòîé òåîðåìå
äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ÷èñëà a1+. . .+an+1 = m+1 åñòü îòîáðàæåíèå
σ : [m + 1] → [n + 1] è âûïîëíÿåòñÿ âòîðàÿ àëüòåðíàòèâà äàííîãî
ñëåäñòâèÿ, åñëè Aij íå ïîêðûâàþò P , òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðâàÿ àëüòåð-
íàòèâà.

5.3 Òåîðåìà îá îòîáðàæåíèÿõ è öâåòíàÿ

òåîðåìà Õåëëè

Ïðèâåä¼ì åù¼ îäèí ðåçóëüòàò â äóõå öâåòíîé òåîðåìû ÊÊÌ.

Òåîðåìà 5.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Rd äàíû d + 1 êîíå÷íîå ñå-
ìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Fi (i = 1, . . . , d + 1), ïðè÷¼ì êàæ-
äîå ñåìåéñòâî ïîêðûâàåò Rd è ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå
n :
⋃
iFi → Sd−1, ÷òî

∀U ∈
⋃
i

Fi inf
u∈U

(u, n(U)) > −∞.
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Ðàññìîòðèì d + 1 íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå fi : Rd → Rd òàêîå,
÷òî âñå îòîáðàæåíèÿ x 7→ fi(x)− x îãðàíè÷åíû.

Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ Rd è ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé Ui ∈
Fi òàêèå, ÷òî

∀i = 1, . . . , d+ 1 fi(x) ∈ Ui è 0 ∈ conv{n(U1), . . . , n(Ud+1)}.

Èç òåîðåìû 5.12 âûâåäåì öâåòíóþ òåîðåìó Õåëëè (èç ðàáîòû [4]).

Òåîðåìà 5.13 (Öâåòíàÿ òåîðåìà Õåëëè). Åñëè â d + 1 êîíå÷íîì
ñåìåéñòâå çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ Fi (i = 1, . . . , d + 1)
êàæäîå ñåìåéñòâî íå èìååò îáùåé òî÷êè, òî íàéä¼òñÿ ñèñòåìà
ïðåäñòàâèòåëåé Ki ∈ Fi, äëÿ êîòîðîé

d+1⋂
i=1

Ki = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.12. Îáîçíà÷èì F =
⋃
iFi.

Ñíà÷àëà çàìåíèì êàæäîå ìíîæåñòâî U ñåìåéñòâà F îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì V , òàêèì ÷òî clV ⊆ U è êàæäîå íîâîå ñåìåéñòâî Fi âñå
åù¼ ïîêðûâàåò Rd. Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü ñ íîâûìè ñåìåéñòâàìè.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C, òà-
êàÿ ÷òî

∀x ∈ Rd ∀i = 1, . . . , d+ 1 |fi(x)− x| ≤ C

è
∀V ∈ F ∀u ∈ V (u, n(V )) ≥ −C.

Íàéä¼ì äëÿ âñÿêîãî V ∈ F íåîòðèöàòåëüíóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ
φV : Rd → R, òàêóþ ÷òî V = {x : φV (x) > 0}. Ïî òåîðåìå òðàíñâåð-
ñàëüíîñòè (ñì. [72], Ïðèëîæåíèå), ìîæíî âûáðàòü âñå ôóíêöèè φV
òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ V,W ∈ Fi ìíîæåñòâî {x : φV (x) = φW (x) > 0}
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè 1 â Rd.
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Âîçüì¼ì íåêîòîðîå i ∈ 1, . . . , d+1 è òî÷êó x ∈ Rd, íàáîð çíà÷åíèé
{φV (x)}V ∈Fi

ðàñïîëîæèì ïî óáûâàíèþ. Âòîðîå ïî ïîðÿäêó èç ýòèõ
çíà÷åíèé íàçîâ¼ì ψi(x), îíî ñóùåñòâóåò, òàê êàê â êàæäîì Fi íå
ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Ôóíêöèÿ ψi(x) î÷åâèäíî íåïðåðûâíà è äëÿ
âñÿêîãî i = 1, . . . , d+ 1 è V ∈ Fi ôóíêöèÿ

χV (x) = max{φV (x)− ψi(x), 0}

íåïðåðûâíà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i = 1, . . . , d+1 è âñÿêîé òî÷êè
x íå áîëåå ÷åì îäíà èç ôóíêöèé χV (x) (V ∈ Fi) îòëè÷íà îò íóëÿ
è ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ îíè âñå ðàâíû íóëþ (îáîçíà÷èì ýòî
ìíîæåñòâî Zi) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè
1.

Ïî òåîðåìå òðàíñâåðñàëüíîñòè, èçìåíèâ îòîáðàæåíèÿ fi íå áî-
ëåå ÷åì íà ε â ìåòðèêå C0, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ
f1×f2×. . .×fd+1 : (Rd)d+1 → (Rd)d+1 íå çàäåâàåò Z1×Z2×. . .×Zd+1.
Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåë¼ííàÿ â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà
êîíñòàíòà C èìåëà çàïàñ ε è å¼ îïðåäåëåíèå îñòà¼òñÿ â ñèëå äëÿ
íîâûõ îòîáðàæåíèé fi.

Äëÿ V ∈ F ââåä¼ì ïîëóïðîñòðàíñòâî HV = {x : (x, n(V )) ≥
−2C} è åãî ãðàíèöó � ãèïåðïëîñêîñòü hV . Òåïåðü ðàññìîòðèì øàð
B â Rd ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñîì íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî âñå
íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé hV ïåðå-
ñåêàþòñÿ ñ intB; ãðàíèöó B îáîçíà÷èì S.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

f(x) =
∑
V ∈F

χV (x)n(V ).

Äîêàæåì, ÷òî f(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ B. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå, òîãäà îòîáðàæåíèå f îòîáðàæàåò B â Rd \ {0}, ñëåäîâà-
òåëüíî ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f |S ðàâíà íóëþ. Íî åñëè äëÿ ëþáîãî
x ∈ S âåêòîð f(x) íå ïðîòèâîïîëîæåí x, òî ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ
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f : S → Rd \ {0} áóäåò ðàâíà åäèíèöå. Çíà÷èò äëÿ íåêîòîðîãî x
âåêòîð

∑
V ∈F χV (x)n(V ) åìó ïðîòèâîïîëîæåí. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì

òàêîé x.
Ïóñòü G = {V ∈ F : χV (x) > 0}, òîãäà x ∈ HV äëÿ âñÿêîãî

V ∈ G. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, ·) îãðàíè÷åíî íà
⋂
V ∈GH(V ) è

îáÿçàíî ïðèíèìàòü íà ýòîì ìíîæåñòâå ìàêñèìóì, êîòîðûé íå ìåíåå
(x, x). Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ýòîò ìàêñèìóì � ýòî ïå-
ðåñå÷åíèå ãèïåðïëîñêîñòåé {hV }V ∈G, êîòîðîå íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ intB
� ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì B.

Çíà÷èò, íàéä¼òñÿ òî÷êà x, äëÿ êîòîðîé f(x) = 0. Â êàæäîì ñåìåé-
ñòâå Fi åñòü íå áîëåå îäíîãî Vi, äëÿ êîòîðîãî χVi(x) > 0, è âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà ñîîòâåòñòâóþùèõ n(Vi) ñîäåðæèò 0. Äîïîëíèâ ýòó ñèñòå-
ìó ïðåäñòàâèòåëåé Fi äî ïîëíîé, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå, òðåáóåìîå â
òåîðåìå äëÿ äàííûõ fi.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ îòîáðàæåíèé fi, êîòîðûå ìî-
ãóò îòëè÷àòüñÿ îò èñõîäíûõ íå áîëåå ÷åì íà ε. Íàéäåííàÿ òî÷êà xε
âñåãäà ëåæàëà â ìíîæåñòâå B. Óñòðåìèì ε ê íóëþ. Èç ñîîáðàæåíèé
êîìïàêòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé {Vi} îäíà
è òà æå, xε ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ B. Â íà÷àëå òåîðåìû
ìû ïåðåøëè îò ìíîæåñòâ U ê ñîäåðæàùèìñÿ â íèõ âìåñòå ñ çàìûêà-
íèåì ìíîæåñòâàì V , ïîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ clVi ⊂ Ui äëÿ âñåõ
i.

Äîêàæåì ëåììó, êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå öâåòíîé
òåîðåìû Õåëëè.

Ëåììà 5.14. Ïóñòü F � ñåìåéñòâî âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ â Rd, íå èìåþùåå îáùåé òî÷êè, è õîòÿ áû îäíî èç ìíî-
æåñòâ K ∈ F êîìïàêòíî. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî K ∈ F ìîæíî âû-
áðàòü ïîëóïðîñòðàíñòâî H(K) ⊇ K òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñåìåé-
ñòâî {H(K)}K∈F íå áóäåò èìåòü îáùåé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî K ∈ F ðàññìîòðèì êîíóñ C(K) â
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ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ôóíêöèé (ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 1) íà Rd, çà-
äàííûé ñîîòíîøåíèåì

C(K) = {l : ∀x ∈ K l(x) ≥ 0}.

Âîçüì¼ì ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ −1 è ðàññìîòðèì äâà
ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: −1 ∈ conv
⋃
K∈F C(K). Òîãäà ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè

−1 ≡
∑
K∈F

α(K)lK(x),

ãäå êîýôôèöèåíòû αK ≥ 0, ïðè÷¼ì íå ðàâíû íóëþ íå áîëåå d+ 1 èç
íèõ, à lK(x) ∈ C(K) � íåêîòîðûå ôóíêöèè. Åñëè αK 6= 0 è lK(x) 6≡ 0,
òî îáîçíà÷èì

H(K) = {x ∈ Rd : l(x) ≥ 0},
äëÿ îñòàëüíûõ K âûáåðåì H(K) ïðîèçâîëüíî. Òîãäà, î÷åâèäíî,⋂

K∈F

H(K) = ∅.

Ñëó÷àé 2: −1 6∈ conv
⋃
K∈F C(K). Òîãäà ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà

íàéä¼òñÿ íåíóëåâîé íàáîð (x0, x1, . . . , xd) ∈ Rd+1, äëÿ êîòîðîãî−x0 ≤
0, è äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ôóíêöèè èç íåêîòîðîãî C(K), çàäàâàåìîé
ôîðìóëîé a0 + a1x1 + · · ·+ anxn, ìû èìååì

a0x0 + a1x1 + · · ·+ anxn ≥ 0.

Åñëè x0 > 0, òî ïîäåëèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà x0 ïîëó÷èì, òî òî÷êà
x = (x1/x0, . . . , xn/x0) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

∀K ∈ F , ∀l ∈ C(K) l(x) ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x ïðèíàäëåæèò êàæäîìó K ∈ F ïî òåîðåìå Õàíà-
Áàíàõà.
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Åñëè æå x0 = 0, âîçüì¼ì êîìïàêòíîå K ∈ F è çàìåòèì, ÷òî
íåðàâåíñòâî a0x0 + a1x1 + · · ·+ anxn ≥ 0 íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ
âñåõ l ∈ C(K).

Äîêàçàòåëüñòâî öâåòíîé òåîðåìû Õåëëè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåî-
ðåìà äîêàçàíà äëÿ ñåìåéñòâ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà ðàññìîò-
ðèì ñåìåéñòâà Fi âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, êàæäîå ìíîæå-
ñòâî èç

⋃
Fi çàìåíèì íà åãî ïåðåñå÷åíèå ñ øàðîì BR. Äëÿ ïîëó÷èâ-

øèõñÿ ïåðåñå÷åíèé òåîðåìà âåðíà ïðè ëþáîì R, ïîýòîìó óñòðåìèì
R ê +∞. Èç ñîîáðàæåíèé êîíå÷íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà
ïðåäñòàâèòåëåé ïîëó÷àåòñÿ îäíà è òà æå, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò
ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Äàëåå äîêàçûâàåì äëÿ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ. Ïî ëåììå 5.14 ìîæ-
íî êîìïàêòû çàìåíèòü íà ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Òåïåðü âîçüì¼ì äëÿ êàæäîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà H èç íàøèõ ñå-
ìåéñòâ åãî äîïîëíåíèå U , çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâîì (n(U), x) > c(U).
Ñîñòàâëåííûå èç ýòèõ U ñåìåéñòâà Gi ïîêðûâàþò âñå ïðîñòðàíñòâî,
òàê êàê èñõîäíûå Fi íå èìåëè îáùåé òî÷êè. Ïðèìåíèì ê ýòèì Gi,
èõ n(U) è ôóíêöèÿì fi(x) ≡ x òåîðåìó 5.12. Ïîëó÷èì, ÷òî íåêîòî-
ðàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé Ui ∈ Gi èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå è
èõ íîðìàëè n(Ui) ñîäåðæàò íóëü â ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êå. Òîãäà
ñåìåéñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ Hi áóäåò èìåòü ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ÷òî
è òðåáîâàëîñü.

5.4 Öâåòíûå îáîáùåíèÿ ëåììû Øïåðíå-

ðà

Â ýòîé ãëàâå òåîðåìû òèïà ÊÊÌ äîêàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè
ìåòîäàìè. Îäíàêî, ìîæíî äåéñòâîâàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå, êàê ýòî
äåëàëîñü â ðàáîòàõ [53, 2]. Â ýòèõ ðàáîòàõ äîêàçûâàåòñÿ ëåììà ïðî
òðèàíãóëÿöèþ ñèìïëåêñà, äàëåå èç íå¼ âûâîäèòñÿ òåîðåìà ÊÊÌ èëè
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å¼ àíàëîã, òàêæå ìîæíî âûâåñòè òåîðåìó Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé
òî÷êå. Äîêàæåì îäíó òåîðåìó òèïà ëåììû Øïåðíåðà, âûâåäÿ å¼ èç
ñîîòâåòñòâóþùåãî àíàëîãà òåîðåìû ÊÊÌ, à äðóãîå îáîáùåíèå ëåììû
Øïåðíåðà äîêàæåì êîìáèíàòîðíî.

Òåîðåìà 5.15. Ðàññìîòðèì òðèàíãóëÿöèþ T ñèìïëåêñà ∆d ñ ìíî-
æåñòâîì âåðøèí V , è íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ [m], ãäå m ≥
d + 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî [m] × V ïîêðàøåíî â d + 1
öâåò è êàæäûé öâåò i ∈ [d + 1] íå âñòðå÷àåòñÿ íà [m] × ∂i∆

d.
Ïóñòü äàíî d+ 1 íàòóðàëüíîå ÷èñëî a1, a2, . . . , ad+1, ãäå

∑
i ai = m.

Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå σ : [m]→ V , ÷òî åãî îáðàç ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì òðèàíãóëÿöèè T è ñðåäè òî÷åê (i, σ(i)) ðîâíî
ak òî÷åê èìåþò öâåò k ∈ [d+ 1].

Òåì íå ìåíåå, öâåòíîå îáîáùåíèå òåîðåìû Øïåðíåðà â ðàáîòå [2]
ñèëüíåå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 5.15. Ïðèâåä¼ì íåêîòîðîå îáîáùåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [2].

Ââåä¼ì ïîíÿòèå ∧-ïðîèçâåäåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ñèìïëèöèàëü-
íûõ êîìïëåêñîâ (äàëåå ïðîñòî êîìïëåêñîâ):

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ êîìïëåêñîâK è L ñ ìíîæåñòâàìè âåðøèí V (K), V (L)
îáîçíà÷èì K ∧L êîìïëåêñ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (K)×V (L), ñèì-
ïëåêñàìè â êîòîðîì ÿâëÿþòñÿ òàêèå ïîäìíîæåñòâà σ ⊂ V (K)×V (L),
êîòîðûå ïðè ïðîåêöèÿõ íà V (K) è V (L) îäíîçíà÷íî ïðîåöèðóþòñÿ
íà ñèìïëåêñû K è L.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì d-ìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñK,
íà ìàêñèìàëüíûõ ñèìïëåêñàõ êîòîðîãî âûáðàíà íåêîòîðàÿ îðèåíòà-
öèÿ. Ïóñòü ìíîæåñòâî åãî âåðøèí V (K) ðàñêðàøåíî â d + 1 öâåò,
òî åñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå c : V (K) → [d + 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îòîáðàæåíèå c|σ áèåêòèâíî. Åñëè îðèåíòàöèÿ σ â K è îðèåíòàöèÿ,
çàäàâàåìàÿ îòîáðàæåíèåì c|σ ñîâïàäàþò, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèì-
ïëåêñ σ ðàñêðàøåí ïîëîæèòåëüíî, åñëè îðèåíòàöèè íå ñîâïàäàþò,
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî σ ðàñêðàøåí îòðèöàòåëüíî.
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Òåîðåìà 5.16. Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ T , äàþùèé
òðèàíãóëÿöèþ ∆d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíû êîìïëåêñà L =
∆d ∧∆d ∧ . . . ∧ T (k ñîìíîæèòåëåé ∆d) ðàñêðàøåíû â d + 1 öâåò,
è ðàñêðàñêà ñîãëàñîâàíà ñ ãèïåðãðàíÿìè T â òîì ñìûñëå, ÷òî i-é
öâåò íå âñòðå÷àåòñÿ íà ∆d ∧∆d ∧ . . . ∧ ∂iT .

Êîìïëåêñ T èìååò åñòåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ, à îòîáðàæå-
íèå ïðîåêöèè L → T äà¼ò ñîîòâåòñòâóþùóþ îðèåíòàöèþ ìàê-
ñèìàëüíûõ ñèìïëåêñîâ L. Òîãäà ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì ïî-
ëîæèòåëüíî è îòðèöàòåëüíî ðàñêðàøåííûõ ñèìïëåêñîâ â L ðàâíà
((d+ 1)!)k.

Ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ k = 0 ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ëåììîé Øïåðíåðà,
ñëó÷àé ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ k = 1 ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì èç [2].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.15. Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííîå ê T êëå-
òî÷íîå ðàçáèåíèå ∆d. Âåðøèíó v ∈ V è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé êëåòêó
äâîéñòâåííîãî ðàçáèåíèÿ îòíåñ¼ì ê ìíîæåñòâó Aij, åñëè öâåò (j, v)
ðàâåí i. Ïðèìåíèâ ê Aij ëåììó 5.7, ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäå-
íèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.16. Ñëåäóÿ ðàáîòå [2] ïåðåéä¼ì ê ñëó-
÷àþ, êîãäà êðàé ∂∆d íå ïîäðàçäåë¼í òðèàíãóëÿöèåé T . Òîãäà çàìå-
òèì, ÷òî âñÿêèé (d − 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ L ëåæèò ëèáî â îäíîì d-
ñèìïëåêñå L (åñëè åãî ïðîåêöèÿ íà T ðàâíà ãðàíè ∂i∆d) èëè â äâóõ d-
ñèìïëåêñàõ L. Ïðè÷¼ì îðèåíòàöèÿ (d−1)-ñèìïëåêñà è d-ñèìïëåêñîâ
ñîãëàñîâàíà. Çíà÷èò ìîæíî ïðèìåíèòü ê L ñòàíäàðòíîå ðàññóæäåíèå
î âõîäàõ è âûõîäàõ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû Øïåðíåðà (ñì. [2, 53])
è îñòà¼òñÿ òîëüêî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî (d− 1)-ñèìïëåêñîâ L, ïðî-
åöèðóþùèõñÿ â ãèïåðãðàíü ∂d+1∆

d ⊆ T , êîòîðîå ðàâíî ((d+1)!)k.



Ãëàâà 6

Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà
ïëîñêîñòåé

Â ýòîé ãëàâå ïðèâåäåíû ãåîìåòðè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ ðåçóëüòàòîâ î òî-
ïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà k-ïëîñêîñòåé â Rn, ïðèâåä¼ííûõ â ðàçäåëå 2.8
è ãëàâå 3.

Òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-Óëàìà î ïîêðûòèÿõ èç ðàçäåëà 2.8 äàþò
ñëåäñòâèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ïëîñêèõ òðàíñâåðñàëåé äëÿ ñåìåéñòâ ïîä-
ìíîæåñòâ Rn, ðåçóëüòàòû î äåëåíèè ìåð ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû òèïà Õåëëè äëÿ ïëîñêèõ òðàíñâåðñà-
ëåé, ÿâëÿþùèõñÿ ñëåäñòâèÿìè òåîðåì òèïà Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà
èç ãëàâû 2.

6.1 Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàññìàíèà-

íà

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû óòâåðæäåíèÿ î êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàí-
ñòâå γn−kn (ñì. ãëàâó 3) k-ïëîñêîñòåé â Rn è ñîîòâåòñòâóþùåì ãðàñ-
ñìàíèàíå Gn−k

n . Äëÿ íà÷àëà ââåä¼ì îïðåäåëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê îò-

101
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äåëèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå. ÏîäìíîæåñòâàX è Y ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L îò-
äåëèìû, åñëè íàéä¼òñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âû-
øå ïåðâîé) l : L→ R òàêàÿ, ÷òî l(X) < 0 è l(Y ) > 0.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâà F è G ïîäìíîæåñòâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà L îòäåëèìû, åñëè íàéä¼òñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ l : L→ R òàêàÿ,
÷òî l(X) < 0 äëÿ ëþáîãî X ∈ F è l(Y ) > 0 äëÿ ëþáîãî Y ∈ G.

Îïðåäåëåíèå. Äâà ñåìåéñòâà îòðåçêîâ íà ïðÿìîé A è B íàçîâ¼ì
âûðàâíåííûìè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç àëüòåðíàòèâ:

1) âñå ïðàâûå êîíöû A ïîïàëè â îäíó è òó æå òî÷êó a, âñå ëåâûå
êîíöû B ïîïàëè â îäíó è òó æå òî÷êó b, è ëèáî a ëåâåå b, ëèáî âñå
îòðåçêè ñåìåéñòâà A ∪ B ñîäåðæàò îòðåçîê [ba];

2) âñå ïðàâûå êîíöû B ïîïàëè â îäíó è òó æå òî÷êó b, âñå ëåâûå
êîíöû A ïîïàëè â îäíó è òó æå òî÷êó a, è ëèáî b ëåâåå a, ëèáî âñå
îòðåçêè ñåìåéñòâà B ∪ A ñîäåðæàò îòðåçîê [ab].

Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü âûïóêëîãî êîìïàêòà îò ïàðàìåòðà äà-
ëåå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìåòðèêè Õàóñäîðôà.

Òåîðåìà 6.1. Ðàññìîòðèì n+1 çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî V1, V2, . . . , Vn+1

â γ1
n, äëÿ êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå Vi ñ ëþáûì ñëîåì L ÿâëÿåòñÿ íåïó-

ñòûì îòðåçêîì (âîçìîæíî, òî÷êîé), íåïðåðûâíî çàâèñÿùèì îò L.
Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç àëüòåðíàòèâ:

1) íàéä¼òñÿ òàêîé ñëîé L è èíäåêñ i ∈ [n+ 1], ÷òî Vi ∩L ñîäåð-
æèòñÿ â îñòàëüíûõ Vj ∩ L;

2) äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ñåìåéñòâà {Vi} íà äâà ñåìåéñòâà F1 è
F2 íàéä¼òñÿ òàêîé ñëîé L, ÷òî ñåìåéñòâà

F1(L) = {U ∩ L : U ∈ F1} è F2(L) = {U ∩ L : U ∈ F2}

âûðàâíåíû â L.
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Î÷åâèäíî, ïàðà âûðàâíåííûõ ñåìåéñòâ ëèáî îòäåëèìà, ëèáî èìå-
åò îáùóþ òî÷êó. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 6.1 ñëåäóåò òàêîå óòâåðæäåíèå:

Ñëåäñòâèå 6.2. Ðàññìîòðèì n+1 çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî V1, V2, . . . , Vn+1

â γ1
n, äëÿ êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå Vi ñ ëþáûì ñëîåì L ÿâëÿåòñÿ íåïó-

ñòûì îòðåçêîì (âîçìîæíî, òî÷êîé), íåïðåðûâíî çàâèñÿùèì îò
L. Òîãäà ëèáî ìíîæåñòâà Vi èìåþò îáùóþ òî÷êó; ëèáî äëÿ âñÿ-
êîãî ðàçáèåíèÿ ñåìåéñòâà {Vi} íà äâà ñåìåéñòâà F1 è F2 íàéä¼òñÿ
òàêîé ñëîé L, ÷òî ñåìåéñòâà

F1(L) = {U ∩ L : U ∈ F1} è F2(L) = {U ∩ L : U ∈ F2}

îòäåëèìû â L.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k è ðàñ-
ñëîåíèÿ γkn. Ñíà÷àëà íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðó òî÷åê íà ãðàíèöå âûïóêëîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn

íàçîâ¼ì àíòèïîäàëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê K, åñëè èõ ìîæíî çàêëþ-
÷èòü â ïàðó îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ê K ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè
âíåøíèìè íîðìàëÿìè.

Ñëîâî ¾àíòèïîäàëüíûé¿ óæå èñïîëüçîâàëîñü ðàíåå äëÿ ïðîñòðàíñòâ
ñ Z2-äåéñòâèåì, íî äàëåå èç êîíòåêñòà âñåãäà ïîíÿòíî, ÷òî èìååòñÿ â
âèäó. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè x è y àíòèïîäàëüíû îòíîñèòåëüíî K òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè àôôèííîãî äèàìåòðà
K, èíà÷å ãîâîðÿ, îòðåçîê xy èìååò ìàêñèìàëüíóþ äëèíó ñðåäè îò-
ðåçêîâ ` ∩K, ãäå ` � ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ xy.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ F â Rn íàçîâ¼ì íåàíòèïî-
äàëüíûì, åñëè íèêàêîå V ∈ F íå ñîäåðæèò ïàðû àíòèïîäàëüíûõ
òî÷åê ïî îòíîøåíèþ ê conv

⋃
F .

Äàëåå ïðè ðàññìîòðåíèè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî íà êàæäîì ñëîå çàäàíà íîðìà ñ ãëàäêèì åäèíè÷íûì øàðîì è
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ýòà íîðìà íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ñëîÿ. Â ÷àñòíîñòè, íà γkn ðàññòîÿíèå
ìîæåò áûòü ñòàíäàðòíûì åâêëèäîâûì.

Òåîðåìà 6.3. Ðàññìîòðèì n+1 êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî V1, V2, . . . , Vn+1

â γkn, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì i = 1, . . . , n + 1 ïåðåñå÷åíèå Vi ∩ L
íåïóñòî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò L â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñëîÿ L ∈ Gk

n ñåìåéñòâî {Vi∩L}n+1
i=1 íåàí-

òèïîäàëüíî êàê ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ â L. Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà x
â íåêîòîðîì ñëîå L, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè
îò âñåõ Vi ∩ L.

Òåîðåìà 6.4. Ðàññìîòðèì n+1 êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî V1, V2, . . . , Vn+1

â γkn, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì i = 1, . . . , n+1 ïåðåñå÷åíèå Vi∩L íåïó-
ñòî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò L â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñëîÿ L ⊂ γkn ñåìåéñòâî {Vi ∩ L}n+1

i=1 íåàíòè-

ïîäàëüíî êàê ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ â L è ìíîæåñòâî
(⋃n+1

i=1 Vi

)
∩L

âûïóêëî. Òîãäà ìíîæåñòâà Vi èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò ÷àñòè÷íîå ïðîäâèæåíèå ïî ãèïîòåçå î
ïîëÿõ ìíîãîãðàííèêîâ â ðàññëîåíèè γkn (ñì. [91], Ãèïîòåçà 1 è Òåîðå-
ìà 12).

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü â ðàññëîåíèè γkn äàíû m íåïðåðûâíûõ ñå÷å-
íèé s1, . . . , sm, ïðè÷¼ì äëÿ âñÿêîãî L ∈ Gk

n ìíîãîãðàííèê P (L) =
conv{s1(L), . . . , sm(L)} èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü. Òîãäà íàé-
ä¼òñÿ òàêîé ñëîé L ∈ Gk

n è ïàðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îïîðíûõ ê P (L)
ïîëóïðîñòðàíñòâ H1, H2 ⊂ L, ÷òî ìíîæåñòâî H1 ∪H2 ñîäåðæèò
íå ìåíåå n+ 1 òî÷êè èç {s1(L), . . . , sm(L)}.

Â ðàçäåëàõ 6.2, 6.3, 6.4 ñîäåðæàòñÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäñòâèé èç
âûøåïðèâåä¼ííûõ òåîðåì è íåêîòîðûå äðóãèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå ïðèìåíåíèåì àíàëîãè÷íîé òåõíèêè.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1. Ìîæíî âûáðàòü òàêèå ðàçìåðû øàðà
â êàæäîì ñëîå ðàññëîåíèÿ γ1

n, ÷òî âñå íàøè ìíîæåñòâà áóäóò ëåæàòü
â ïðîñòðàíñòâå øàðîâ B(γ1

n).
Òåïåðü îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâà Ui ïðîñòðàíñòâà ñôåð ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Âîçüì¼ì íåêîòîðóþ òî÷êó s ∈ S(γ1
n), ëåæàùóþ â ñëîå

L. Íà êàæäîì îòðåçêå Vi∩L âûáåðåì ñàìóþ äàëüíþþ îò s òî÷êó fi(s).
Ýòè òî÷êè î÷åâèäíî çàâèñÿò îò s íåïðåðûâíî. Òåïåðü îáîçíà÷èì áëè-
æàéøóþ ê s èç ýòèõ òî÷åê çà f(s), ýòà ôóíêöèÿ òàêæå íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò s. Òîãäà ïîëîæèì

Ui = {s ∈ S(γ1
n) : f(s) = fi(s)}.

Ýòè ìíîæåñòâà çàìêíóòû. Åñëè êàêîå-òî Ui ñîäåðæèò ïàðó àíòèïî-
äàëüíûõ òî÷åê s, s′ ∈ S(γ1

n), òî îòðåçîê Vi ∩ L óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé
àëüòåðíàòèâå òåîðåìû.

Èíà÷å ïðèìåíèì òåîðåìó 3.6. Äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà
èíäåêñîâ {1, 2, . . . , n+ 1} = I1 ∪ I2 íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïàðà àíòèïîäàëü-
íûõ òî÷åê s, s′ ∈ S(γ1

n), ÷òî

s ∈ ∩i∈I1Ui, s′ ∈ ∩i∈I2Ui.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâà îòðåçêîâ A = {Vi ∩ L}i∈I1 è B = {Vi ∩ L}i∈I2
è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî s ëåæèò ëåâåå s′. Òîãäà âñå ïðàâûå êîíöû A
ñîâïàäàþò ñ òî÷êîé a, âñå ëåâûå êîíöû B ñîâïàäàþò ñ òî÷êîé b è
ëèáî a ëåâåå b, ëèáî âñå îòðåçêè îáîèõ ñåìåéñòâ ñîäåðæàò [ba]. Òî
åñòü ñåìåéñòâà îòðåçêîâ âûðàâíåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.3. Îáîçíà÷èì

Ui = {x ∈ γkn : x ëåæèò â ñëîå L, dist(x, Vi∩L) = min
j=1,...,n+1

dist(x, Vj∩L)}.

Èç íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè Vi∩L îò ñëîÿ ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ìíî-
æåñòâ Ui. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñôåðû ðàäèóñà R â ðàññëîåíèè γkn,
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îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå ñôåð S(γ)nk). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî R ìíîæåñòâà Ui∩S(γkn) íå ñîäåðæàò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ìíîæåñòâî Ui ∩
S(γkn) ñîäåðæèò ïàðó àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê Rmxm è −Rmxm äëÿ
íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàäèóñîâ Rm → +∞. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
áëèæàéøèå ê Rmxm è −Rmxm òî÷êè îáúåäèíåíèÿ

⋃
Vi ïðèíàäëåæàò

îäíîìó è òîìó æå Vi, îáîçíà÷èì ýòè òî÷êè ym è zm. Èç ñîîáðàæå-
íèé êîìïàêòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè xm, ym, zm ñòðåìÿòñÿ ê
íåêîòîðûì òî÷êàì x, y, z â ñëîå L. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ñåìåéñòâî ìíî-
æåñòâ {Vi ∩ L} èìååò íà ãðàíèöå ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êè ïàðó òî-
÷åê y, z, ïðèíàäëåæàùóþ îäíîìó è òîìó æå Vi, êðîìå òîãî, ðàññìàò-
ðèâàÿ ïðåäåëû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñôåð ñ öåíòðàìè Rmxm,−Rmxm è
ðàäèóñàìè |Rmxm− ym|, | −Rmxm− zm|, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëóïðî-
ñòðàíñòâàìè, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåàíòèïîäàëüíîñòüþ ñåìåé-
ñòâà {Vi ∩ L}. Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî R ìíîæåñòâà Ui ∩ S(γkn) íå
ñîäåðæàò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.6 íàõîäèì îáùóþ òî÷êó ñåìåéñòâà {Ui}, ÷òî
â òî÷íîñòè äà¼ò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.4. Ïðèìåíèì òåîðåìó 6.3 è íàéä¼ì òî÷-
êó x ∈ L, íàõîäÿùóþñÿ íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò âñåõ Vi ∩ L.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå ïîëîæèòåëüíî. Îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî áëèæàéøèõ ê x òî÷åê

⋃n+1
i=1 Vi ∩ L ÷åðåç K. Î÷åâèäíî, K

ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè Vi, êðîìå òîãî, îíî âûïóêëî è èìååò ïóñòóþ
âíóòðåííîñòü, ñëåäîâàòåëüíî îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé îïîðíîé ê⋃n+1
i=1 Vi∩L ãèïåðïëîñêîñòè H. Íî òîãäà ïðîòèâîïîëîæíàÿ ê H îïîð-

íàÿ ãèïåðïëîñêîñòü íå ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷åê íèêàêîãî èç ìíîæåñòâ
Vi èç íåàíòèïîäàëüíîñòè ñåìåéñòâà {Vi ∩ L}.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.5. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî S(γkn) è îïðå-
äåëèì â íåì çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà

Ui = {(n, L) : L ∈ Gk
n, n ∈ S(L), (n, si(L)) = max

j∈[m]
(n, sj(L))}.
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Èç íåïóñòîòû âíóòðåííîñòè P (L) ñëåäóåò íåàíòèïîäàëüíîñòü ýòèõ
ïîäìíîæåñòâ. Òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìû 3.4 è 2.30 è ïîëó÷èì â òî÷-
íîñòè óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðåìû.

6.2 Ðàçáèåíèå ìåð ãèïåðïëîñêîñòÿìè

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì îáîáùåíèå èçâåñòíîé òåîðåìû (ñì. [10, 13,
39]) î òîì, ÷òî âñÿêèå n + 1 âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â Rn ëèáî ìîãóò
áûòü ïåðåñå÷åíû ãèïåðïëîñêîñòüþ; ëèáî êàæäûå äâà íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïîäñåìåéñòâà ýòîãî ñåìåéñòâà îòäåëèìû ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ìåðû â Rn

(ñì. ðàçäåë 4.6). Ñäåëàåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðó èç àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìå-
ðû ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì µ è ÷èñëà ε ∈ [0, 1/2) áóäåì íàçûâàòü
ìåðîé ñ äîïóñêîì. Äëÿ êðàòêîñòè ïðè ðàññìîòðåíèè íåñêîëüêèõ ìåð
µi äîïóñê êàæäîé áóäåì îáîçíà÷àòü ε(µi).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â Rn äàíà ìåðà ñ äîïóñêîì µ. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ãèïåðïëîñêîñòü h ïåðåñåêàåò (ñ äîïóñêîì) ìåðó µ, åñëè h äåëèò
Rn íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà H1 è H2 è

µ(H1), µ(H2) ≥ ε(µ).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â Rn äàíà ìåðà ñ äîïóñêîì µ. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ïîëóïðîñòðàíñòâî H ñîäåðæèò (ñ äîïóñêîì) ìåðó µ, åñëè

µ(H) > 1− ε(µ).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â Rn äàíû äâà ñåìåéñòâà ìåð ñ äîïóñêàìèM1

èM2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü h ðàçäåëÿåò (ñ äîïóñêîì)
ñåìåéñòâàM1 èM2, åñëè h äåëèò Rn íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà H1

è H2, äëÿ ëþáîé µ ∈ M1 H1 ñîäåðæèò ñ äîïóñêîì µ è äëÿ ëþáîé
µ ∈M2 H2 ñîäåðæèò ñ äîïóñêîì µ.
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Èç ñëåäñòâèÿ 6.2 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 6.6. Ïóñòü â Rn äàíî ñåìåéñòâî èç n + 1 ìåðû ñ äî-
ïóñêîì M. Òîãäà ëèáî íàéä¼òñÿ ãèïåðïëîñêîñòü, êîòîðàÿ ïåðåñå-
êàåò ñ äîïóñêîì âñå ìåðûM; èëè äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿM íà äâà
íåïóñòûõ ñåìåéñòâàM1 èM2 íàéä¼òñÿ ãèïåðïëîñêîñòü, êîòîðàÿ
ðàçäåëÿåò ñ äîïóñêîìM1 èM2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè M = {µ1, µ2, . . . , µn+1}, òî îáîçíà÷èì çà Vi
ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ ñ äîïóñêîì µi. Ïðèìåíÿÿ
ê ýòèì ìíîæåñòâàì ñëåäñòâèå 6.2, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàæåì åù¼ îäíó òåîðåìó, îáîáùàþùóþ ðåçóëüòàò ðàáîòû [6].

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî èç n ìåð ñ äîïóñêîì {µi}ni=1

â Rn. Îáîçíà÷èì çà X ⊆ γ1
n ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþ-

ùèõ ñ äîïóñêîì âñå ýòè ìåðû è ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ
p : X → G1

n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ìåð ñ äîïóñêîì {µi}ni=1

ïëîñêîå, åñëè îòîáðàæåíèå p ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç îòîáðàæåíèå óíè-
âåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ π : Sn−1 → G1

n, òî åñòü p = π ◦ p̃.

Òåîðåìà 6.7. Ðàññìîòðèì ïëîñêîå ñåìåéñòâî ìåð ñ äîïóñêîì {µi}ni=1

â Rn è ÷èñëà {αi} òàêèå, ÷òî ëèáî αi = ε(µi), ëèáî αi = 1−ε(µi). Â
òàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîëóïðîñòðàíñòâî H ⊂ Rn òàêîå, ÷òî
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n

µi(H) = αi.

Óñëîâèå íà îòîáðàæåíèå p çäåñü îáîáùàåò óñëîâèå îòäåëèìîñòè
íîñèòåëåé ìåð èç Òåîðåìû 1 ðàáîòû [6], òàê êàê ñåìåéñòâî ìåð, íî-
ñèòåëè êîòîðûõ îòäåëèìû, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ïðè ëþáûõ äîïóñêàõ.
Â ôîðìóëèðîâêå ó÷àñòâóþò äîïóñêè, íå ðàâíûå 1/2, íî ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ äîïóñêîâ, íåêîòîðûå èç êîòî-
ðûõ ðàâíû 1/2 îíà òîæå âåðíà. Åñëè âñå äîïóñêè ðàâíû 1/2, ìû
ïîëó÷àåì ¾òåîðåìó î áóòåðáðîäå¿.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì çà Vi ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé, ïå-
ðåñåêàþùèõ ñ äîïóñêîì ìåðó µi. Äàëüøå áóäåì äåéñòâîâàòü àíàëî-
ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.1.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî äîñòàòî÷íî áîëüøèõ øàðîâ B(γ1
n), ñî-

äåðæàùåå âñå Vi è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ fi : S(γ1
n) → B(γ1

n) (i =
1, . . . , n) è f : S(γ1

n) → B(γ1
n) êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.1.

Òåïåðü îïðåäåëèì çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà U0, U1, . . . , Un ⊆ S(γ1
n).

Âîçüì¼ì ïðîåêöèþ ìíîæåñòâà X íà G1
n è îáîçíà÷èì åå Y . Îïðå-

äåëèì ìíîæåñòâî Z = p−1(Y ) ∩ S(γ1
n). Ìíîæåñòâî Z ÿâëÿåòñÿ äâó-

êðàòíûì íàêðûòèåì Y è ïî óñëîâèþ íà îòîáðàæåíèå p íàêðûòèå
Z → Y òðèâèàëüíî, òî åñòü Z = Z1 ∪ Z2, ïðè÷¼ì p : Z1 → Y è
p : Z2 → Y � áèåêöèè.

Ïîëîæèì òåïåðü U0 = Z1, è

Ui = {s ∈ S(γ1
n) \ intU0 : f(s) = fi(s)}.

Ìíîæåñòâî U0 íå ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê ïî ïîñòðîåíèþ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ui ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûå òî÷êè s, s′ ∈ S(γ1

n)
â ñëîå L. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå Vi ∩ L ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ïåðåñå÷åíèÿõ
Vj ∩L. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà Vi ∩L áîëüøå íóëÿ, òàê êàê ε(µi) < 1/2.
Òîãäà p(s) = p(s′) ∈ intY , òî åñòü îäíà èç òî÷åê s, s′ ëåæèò âíóòðè
U0 � ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü ïîëîæèì I = {0, 1, . . . , n},

I1 = {i = 1, . . . , n : αi = 1− ε(µi)}

è I2 = I \ I1. Ïðèìåíèâ òåîðåìó 3.6 âèäèì, ÷òî íàéä¼òñÿ ïàðà àíòè-
ïîäàëüíûõ òî÷åê s, s′ ∈ S(γ1

n), äëÿ êîòîðûõ

∀i ∈ I1 f(s) = fi(s), ∀i ∈ I2 \ {0} f(s′) = fi(s
′), s′ ∈ bdU0.

Çíà÷èò, îòðåçêè Vi∩L ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîé òî÷êå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðàâîé äëÿ i ∈ I1 è ëåâîé äëÿ i ∈ I2 \ {0}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà
òî÷êà îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëóïðîñòðàíñòâî, òðåáóåìîå â
óñëîâèè.
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6.3 Òåîðåìû òèïà Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ ïëîñ-

êîñòåé

Ñäåëàåì îïðåäåëåíèÿ è âûâåäåì ñëåäñòâèå èç òåîðåì 6.3 è 6.4.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî X ⊆ Rn íàçûâàåòñÿ l-âûïóêëûì, åñëè
åãî ïðîåêöèÿ íà ëþáîå l-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn âûïóêëà.

Îïðåäåëåíèå. k-òðàíñâåðñàëüþ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ k-
ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ êàæäîå ìíîæåñòâî ñåìåéñòâà.

Ñëåäñòâèå 6.8. Åñëè â Rn äàíî íåàíòèïîäàëüíîå ñåìåéñòâî êîì-
ïàêòîâ F , |F| = n+ 1, òî íàéä¼òñÿ k-ïëîñêîñòü, íàõîäÿùàÿñÿ îò
âñåõ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè. Åñëè êðîìå òîãî⋃
F (n− k)-âûïóêëî, òî ó íåãî ñóùåñòâóåò k-òðàíñâåðñàëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = {Ki}n+1
i=1 . Îáîçíà÷èì çà Vi ìíîæåñòâî k-

ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ Ki. Òîãäà ïåðåñå÷åíèÿ Vi∩L � ýòî ïðîñòî
ïðîåêöèè Ki íà L, ñëåäîâàòåëüíî îíè îáðàçóþò íåàíòèïîäàëüíîå ñå-
ìåéñòâî. Ïðèìåíèâ ê Vi òåîðåìû 6.3 èëè 6.4, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà X, Y ⊆ Rn. Óêëîíåíèåì
X îò Y íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

δ(X, Y ) = sup
x∈X

dist(x, Y ).

Ñëåäñòâèå 6.9. Åñëè â Rn äàíî íåàíòèïîäàëüíîå ñåìåéñòâî êîì-
ïàêòîâ F , |F| = n + 1, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ k-ïëîñêîñòü M , ÷òî
óêëîíåíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà F îò M îäèíàêîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = {Ki}n+1
i=1 . Îáîçíà÷èì

Vi = {M ∈ γn−kn : δ(
⋃
F ,M) = δ(Ki,M)}.
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Òîãäà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.3 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàäèóñå øàðà â ðàññëîåíèè øàðîâ B(γn−kn ),
íèêàêîå Vi íå ñîäåðæèò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê â ñîîòâåòñòâóþùåì
ðàññëîåíèè ñôåð S(γn−kn ). Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåïóñòîãî
ïåðåñå÷åíèÿ

⋂n+1
i=1 Vi, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëåäñòâèÿõ 6.8 è 6.9 ðàññòîÿíèå ìîæíî áðàòü â
ëþáîé íîðìå ñ ãëàäêèì åäèíè÷íûì øàðîì.

Èç òîãî, ÷òî hindS(γkn) = n− 1 ìîæíî âûâåñòè åù¼ îäíó òåîðåìó
î ïîêðûòèÿõ ñôåðû. Ñíà÷àëà ñäåëàåì ïàðó îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ åäèíè÷íîé ñôåðû Sn−1 ⊂ Rn íàçîâ¼ì k-ïîäñôåðîé
âñÿêîå ïåðåñå÷åíèå k-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊆ Rn ñ
Sn−1.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ åäèíè÷íîé ñôåðû Sn−1 ⊂ Rn íàçîâ¼ì k-ïîëóñôåðîé
ïîëîâèíó (ïîëóñôåðó) íåêîòîðîé k-ïîäñôåðû.

Òåîðåìà 6.10. Ïóñòü íà ñôåðå Sn−1 äàíû n îòêðûòûõ ïîäìíî-
æåñòâ V1, . . . , Vn, ïðè÷¼ì âñÿêîå Vi ïåðåñåêàåò âñÿêóþ k-ïîäñôåðó.
Òîãäà íàéä¼òñÿ k-ïîëóñôåðà, ïåðåñåêàþùàÿ âñå ìíîæåñòâà Vi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî k-ïîäñôåð ïàðàìåòðèçóåòñÿ ãðàññìà-
íèàíîì Gk

n, à ìíîæåñòâî k-ïîëóñôåð ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïîëóïðîñòðàí-
ñòâàìè â ñëîÿõ γkn, ãðàíèöû êîòîðûõ ñîäåðæàò íà÷àëî êîîðäèíàò, òî
åñòü îíî ïàðàìåòðèçóåòñÿ S(γkn).

Îáîçíà÷èì çà Ui ìíîæåñòâî k-ïîëóñôåð, íå ïåðåñåêàþùèõ Vi. Ýòî
ìíîæåñòâî êîìïàêòíî è èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îíî íå ñî-
äåðæèò àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê. Òàê êàê ïî òåîðåìå 3.4 hindS(γkn) =
n− 1, òî ïî îáîáù¼ííîé òåîðåìå Áîðñóêà-Óëàìà äëÿ ïîêðûòèé (èëè
ïî òåîðåìå 2.30 äàííîé ðàáîòû) ìíîæåñòâà Ui íå ìîãóò ïîêðûòü
S(γkn), èç ÷åãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 6.11. Ïóñòü íà ñôåðå Sn−1 äàíû n+1 îòêðûòûõ ïîäìíî-
æåñòâ V1, . . . , Vn+1, ïðè÷¼ì âñÿêîå Vi ïåðåñåêàåò âñÿêóþ k-ïîäñôåðó.
Òîãäà ëèáî íàéä¼òñÿ k-ïîëóñôåðà, ïåðåñåêàþùàÿ âñå ìíîæåñòâà Vi;
ëèáî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ {1, 2, . . . , n+ 1} = I1 ∩ I2 íàéä¼òñÿ ïàðà
k-ïîëóñôåð H1 è H2, ÿâëÿþùèõñÿ ïîëîâèíêàìè îäíîé k-ïîäñôåðû,
òàêàÿ ÷òî Vi ∩H1 = ∅ äëÿ ëþáîãî i ∈ I1 è Vi ∩H2 = ∅ äëÿ ëþáîãî
i ∈ I2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå îáîçíà÷èì çà Ui ìíî-
æåñòâî k-ïîëóñôåð, íå ïåðåñåêàþùèõ Vi. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû ñëåäóåò èç òåîðåì 2.29 è 3.4.

6.4 Òåîðåìû òèïà Õåëëè äëÿ ïëîñêèõ òðàíñ-

âåðñàëåé

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî òåîðåì, áëèçêèõ ê òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè
òðàíñâåðñàëè èç [15], òåîðåìà 9. Ìîæíî òàêæå ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû
ýòîãî ðàçäåëà ñ òåîðåìàìè Õîðíà-Êëè è Äîëüíèêîâà î òðàíñâåðñà-
ëÿõ.

Òåîðåìà 6.12. Ïóñòü â Rn äàíû n+ 1 ñåìåéñòâî 1-âûïóêëûõ êîì-
ïàêòîâ {Fi}i∈[n+1]. Ïóñòü â êàæäîì ñåìåéñòâå ëþáûå äâà êîìïàê-
òà ïåðåñåêàþòñÿ.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ:
1) ñåìåéñòâî

⋃
i∈[n+1]Fi èìååò n− 1-òðàíñâåðñàëü;

2) äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ [n+1] íà äâà ìíî-
æåñòâà I1 è I2 íàéä¼òñÿ òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü h è íàáîð ïðåäñòà-
âèòåëåé Ci ∈ Fi (i ∈ [n + 1]), ÷òî ìíîæåñòâà {Ci}i∈I1 ëåæàò ñ
îäíîé ñòîðîíû îò h, à {Ci}i∈I2 ëåæàò ñ äðóãîé ñòîðîíû îò íå¼.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîé ïðÿìîé l ∈ G1
n îðòîãîíàëüíóþ ïðîåê-
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öèþ íà ýòó ïðÿìóþ îáîçíà÷èì πl è ïîëîæèì

Vi(l) =
⋂
C∈Fi

πl(C).

Ýòè ìíîæåñòâà íåïóñòû, òàê êàê â êàæäîì ñåìåéñòâå îòðåçêîâ {πl(C)}C∈Fi

ëþáûå äâà ïåðåñåêàþòñÿ. Òàêæå ÿñíî, ÷òî îíè íåïðåðûâíî çàâèñÿò
îò l. Îáîçíà÷èì Vi =

⋃
l∈G1

n
Vi(l).

Ïðèìåíèì ê {Vi} ñëåäñòâèå 6.2. Òîãäà ïåðâàÿ àëüòåðíàòèâà ñëåä-
ñòâèÿ 6.2 â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé àëüòåðíàòèâå äàííîé òåî-
ðåìû.

Èíà÷å äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ [n+ 1] = I1 ∪ I2 áóäåì èìåòü ãèïåð-
ïëîñêîñòü h, ðàçäåëÿþùóþ {Vi}i∈I1 è {Vi}i∈I2. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè
íà ïðÿìóþ l ⊥ h, ââåä¼ì íà íåé íàïðàâëåíèÿ ¾ñëåâà¿ è ¾ñïðàâà¿. Òî-
ãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà l {Vi}i∈I1 ëåæàò ñëåâà îò πl(h), à {Vi}i∈I2
ëåæàò ñïðàâà îò πl(h). Òîãäà êàæäûé ïðàâûé êîíåö Vi (i ∈ I1) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì íåêîòîðîãî πl(Ci) (Ci ∈ Fi) è êàæäûé ëåâûé
êîíåö Vi (i ∈ I2) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì íåêîòîðîãî πl(Ci) (Ci ∈ Fi).
Òîãäà {Ci}i∈[n+1] äàþò èñêîìóþ ñèñòåìó ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ ðàçáèå-
íèÿ [n+ 1] = I1 ∪ I2.

Òåîðåìà 6.13. Ïóñòü 0 < k < n è â Rn äàíî n − k + 1 ñåìåéñòâî
{Fi}i∈[n−k+1] âûïóêëûõ êîìïàêòîâ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëå-
äóþùèõ àëüòåðíàòèâ:

1) Íàéä¼òñÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåéKi ∈ Fi, òàêàÿ ÷òî
⋂
i∈[n−k+1]Ki =

∅;
2) Â íåêîòîðîì èç ñåìåéñòâ Fi ëþáûå k+1 èëè ìåíåå ìíîæåñòâ

èìåþò k − 1-òðàíñâåðñàëü.
3) Íàéä¼òñÿ ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ k-ïëîñêîñòåé {αi}i∈[n−k+1],

òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ [n− k+ 1] αi ÿâëÿåòñÿ k-òðàíñâåðñàëüþ Fi.
Ïðè÷¼ì òðåòüÿ àëüòåðíàòèâà âîçìîæíà òîëüêî åñëè 2k ≤ n,

k = 1 èëè k = 2 è n = 2l.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâàÿ àëüòåðíàòèâà íå âûïîë-
íÿåòñÿ. Òîãäà âîçüì¼ì ëþáîå L ∈ Gn−k

n è ñïðîåöèðóåì íà íåãî âñþ
íàøó ñèñòåìó ìíîæåñòâ. Ïî öâåòíîé òåîðåìå Õåëëè (ñì. [4]) íåêîòî-
ðîå ñåìåéñòâî πL(Fi) èìååò îáùóþ òî÷êó, òàêîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ L k-òðàíñâåðñàëü äëÿ Fi. Îáîçíà÷èì

Ui = {L ∈ Gk
n

+
:
⋂

πL(Fi) 6= ∅}.

Ïóñòü óñëîâèå (2) íå âûïîëíåíî. Òîãäà âîçüì¼ì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé íàáîð ìíîæåñòâ áåç k− 1-òðàíñâåðñàëè (èõ äîëæíî áûòü ðîâíî
k + 1) K1, K2, . . . , Kk+1 ∈ Fi. Äëÿ âñÿêîé L ∈ Ui ìîæíî âçÿòü ñîîò-
âåòñòâóþùóþ L k-òðàíñâåðñàëü α äëÿ Fi è ñðàâíèòü îðèåíòàöèþ íà
α, çàäàâàåìóþ ëþáûì íàáîðîì òî÷åê xi ∈ Ki ∩ α (i ∈ [k + 1]) ñ îðè-
åíòàöèåé α, ñîîòâåòñòâóþùåé îðèåíòàöèè L. Ïî îòðèöàíèþ óñëîâèÿ
(2) âñå òàêèå íàáîðû (x1, . . . , xk+1) çàäàþò îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ,
òàê êàê îíè íå ëåæàò íè â êàêîé k − 1-ïëîñêîñòè. Åñëè îðèåíòàöèè
ñîâïàëè, ïðèïèøåì L çíàê +, èíà÷å ïðèïèøåì −.

Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2) âñå
ìíîæåñòâà Ui íåñóùåñòâåííû, òåïåðü ïî òåîðåìå 3.7 è ñëåäñòâèþ 2.31
âñå Ui äîëæíû èìåòü îáùóþ òî÷êó, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ (3).
Ïî òåîðåìå 3.7 òàêîå âîçìîæíî òîëüêî ïðè k = 1 èëè ïðè k = 2 è
n = 2l.

Â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî ñåìåéñòâ íåâåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ n,
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.13 ìîæíî óòî÷íèòü.

Òåîðåìà 6.14. Ïóñòü n = 2k + 1 ≥ 3 è â Rn äàíî 2 ñåìåéñòâà
F1,F2 âûïóêëûõ êîìïàêòîâ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ
àëüòåðíàòèâ:

1) Íàéä¼òñÿ äâà ïðåäñòàâèòåëÿ K1 ∈ F1, K2 ∈ F2, äëÿ êîòîðûõ
K1 ∩K2 = ∅;

2) Â íåêîòîðîì èç ñåìåéñòâ Fi ëþáûå k+2 èëè ìåíåå ìíîæåñòâ
èìåþò k-òðàíñâåðñàëü.



Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà ïëîñêîñòåé 115

Òåîðåìà 6.15. Ïóñòü k > 2, 2k < n + 2 è â Rn äàíî k ñåìåéñòâ
F1, . . . ,Fk âûïóêëûõ êîìïàêòîâ. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî m ≤ n −
k + 1 âûïîëíÿåòñÿ

2dlog2 ne ≥ k2dlog2(n−m)e + 2.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ:
1) Íàéä¼òñÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé K1 ∈ F1, . . . , Kk ∈ Fk,

äëÿ êîòîðûõ
⋂k
i=1Ki = ∅;

2) Â íåêîòîðîì èç ñåìåéñòâ Fi ëþáûå m + 1 èëè ìåíåå ìíî-
æåñòâ èìåþò m− 1-òðàíñâåðñàëü.

Íåðàâåíñòâî â óñëîâèè òåîðåìû 6.15 âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íî, íî áóäåò çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè íàïðèìåð n ≥ k(2n − 2m −
1) + 2.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîáùàåò ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 6.13.

Ëåììà 6.16. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k + 1 ≤ m ≤ n − 1 è ñåìåé-
ñòâî ñòðîãî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ F = {K1, K2, . . . , Kk+1} â Rn íå
èìååò k− 1-òðàíñâåðñàëè. Òîãäà ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ m-
òðàíñâåðñàëåé F ìîæíî Z2-ýêâèâàðèàíòíî îòîáðàçèòü â G

m−k+
n−k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ðàññëîåíèå η → K1 × · · · ×
Kk+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ó âñÿêîãî íàáîðà òî÷åê (x1, . . . , xk+1) ∈
K1 × · · · × Kk+1 àôôèííàÿ îáîëî÷êà L(x1, . . . , xk+1) èìååò ðàçìåð-
íîñòü ðîâíî k, òàê êàê èíà÷å ó F íàøëàñü áû k − 1-òðàíñâåðñàëü.
Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî M(x1, . . . , xk+1) = Rn/L(x1, . . . , xk+1) ÿâëÿåòñÿ
n − k-ìåðíûì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâîì, è îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ
ïðîñòðàíñòâ äà¼ò ðàññëîåíèå η.

Ïðîñòðàíñòâî K1 × · · · ×Kk+1 ñòÿãèâàåìî, çíà÷èò ëþáîå âåêòîð-
íîå ðàññëîåíèå íàä íèì òðèâèàëüíî, òî åñòü ìîæåì çàôèêñèðîâàòü
èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

φ : η → Rn−k ×K1 × · · · ×Kk+1
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è åãî êîìïîçèöèþ ñ ïðîåêöèåé íà ïåðâîå ñëàãàåìîå

ψ : η → Rn−k.

Îáîçíà÷èì òåïåðü ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ m-òðàíñâåðñàëåé
äëÿ F ÷åðåç T ⊆ γm+

n . Äëÿ êàæäîé τ ∈ T ìîæåì íåïðåðûâíî (èç
ñòðîãîé âûïóêëîñòè) ïî τ âûáðàòü k + 1 òî÷êó â ïåðåñå÷åíèÿõ

x1(τ) ∈ τ ∩K1 x2(τ) ∈ τ ∩K2, . . . , xk+1(τ) ∈ τ ∩Kk+1.

Îáðàç τ â åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè Rn → M(x1(t), . . . , xk+1(t)) ÿâ-
ëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûìm−k-ìåðíûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
M(x1(t), . . . , xk+1(t)), à ïîñëå îòîáðàæåíèÿ ψ : M → Rn−k ÿâëÿåòñÿ
îðèåíòèðîâàííûì m−k-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Rn−k, ÷òî äà¼ò
èñêîìîå îòîáðàæåíèå T â Gm−k+

n−k .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.14. Èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè ÿñ-
íî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ñåìåéñòâ ñòðîãî âûïóêëûõ
êîìïàêòîâ.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ãèïåðïëîñêèõ òðàíñâåð-
ñàëåé ñåìåéñòâà Fi ÷åðåç Yi ⊆ γ1+

n . Îáîçíà÷èì åñòåñòâåííóþ ïðîåê-
öèþ ýòîãî ìíîæåñòâà íà G1+

n = Sn−1 ÷åðåç Xi = πγ(Yi).
Òîãäà, åñëè ïåðâàÿ àëüòåðíàòèâà íå âûïîëíÿåòñÿ, òî î÷åâèäíî

X1 ∪X2 = Sn−1 è ïî ëåììå 2.18 äëÿ îäíîãî èç Xi èìååì

hindXi ≥ k.

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ôèêñèðóåì i è ïðåäïîëàãàåì ïðî-
òèâíîå. Ïóñòü â Fi íàéäóòñÿ k + 2 ìíîæåñòâà K1, . . . , Kk+2 áåç k-
òðàíñâåðñàëè.

Ïî ëåììå 6.16 ìíîæåñòâî Yi ýêâèâàðèàíòíî îòîáðàæàåòñÿ âG1+
k =

Sk−1 íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì fi. Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ πγ : Yi →
Xi â êà÷åñòâå ñëî¼â èìååò îòðåçêè, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò ñëîÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, πγ|Yi èìååò (î÷åâèäíî, ýêâèâàðèàíòíîå) ñå÷åíèå τi :
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Xi → Yi. Çíà÷èò ïîëó÷àåì ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå fi◦τi : Xi →
Sk−1, ÷òî íåâîçìîæíî ïî ñâîéñòâàì èíäåêñà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.15. Èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè ÿñ-
íî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ñåìåéñòâ ñòðîãî âûïóêëûõ
êîìïàêòîâ.

Îáîçíà÷èì Yi ⊆ γk−1
n

+
� ìíîæåñòâî n− k + 1-òðàíñâåðñàëåé äëÿ

Fi, Xi = πγ(Yi) ⊆ Gk−1
n

+
� ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëå-

íèé. Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ πγ : Yi → Xi èìååò ñëîåì âûïóêëîå
ìíîæåñòâî, íåïðåðûâíî (èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè) çàâèñÿùåå îò ñëîÿ,
è ýòà ïðîåêöèÿ èìååò ñå÷åíèå τi : Xi → Yi.

Òîãäà, åñëè ïåðâàÿ àëüòåðíàòèâà íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïî öâåòíîé
òåîðåìå Õåëëè äëÿ ïðîåêöèé íàøèõ ñåìåéñòâ íà k − 1-ìåðíûå ïëîñ-
êîñòè

⋃k
i=1Xi = Gn−k+1

n
+
.

Åñëè æå íå âûïîëíÿåòñÿ âòîðàÿ àëüòåðíàòèâà, òî ïî ëåììå 6.16
êàæäîå Yi (à çíà÷èò è Xi) ìîæíî îòîáðàçèòü â Gn−k−m+1

n−m
+
. Ïî ìîíî-

òîííîñòè èíäåêñà è òåîðåìå 3.7

hindXi ≤ 2dlog2(n−m)e − 1.

Òîãäà ïî ëåììå 2.18 ïîëó÷àåì

hindGn−k+1
n

+ ≤ k2dlog2(n−m)e − 1.

Íî òåîðåìà 3.7 äà¼ò îöåíêó hindGn−k+1
n

+ ≥ 2dlog2 ne−2, ÷òî ïðèâîäèò
ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ íåðàâåíñòâîì èç óñëîâèÿ òåîðåìû.



Ãëàâà 7

Áèëüÿðäû â âûïóêëîì
òåëå

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò î áèëüÿðäíûõ òðàåêòî-
ðèÿõ â ãëàäêîì âûïóêëîì òåëå. Â ýòîì ðåçóëüòàòå àêòèâíî èñïîëü-
çóåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Zp è
âû÷èñëåíèåì èíäåêñà ýòîãî äåéñòâèÿ. Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå
óòâåðæäåíèå î êâàçèíåïîäâèæíûõ òî÷êàõ (ñì. [99], ãë. IV, �6).

Èçó÷åíèå áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèé èìååò äîëãóþ èñòîðèþ. Áè-
ëüÿðäû íà ïëîñêîñòè èçó÷àëèñü â ðàáîòå [9], ãäå óæå áûëè âûäâèíó-
òû îñíîâíûå èäåè, ñâÿçàííûå ñ âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì è êðèòè-
÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèîíàëà.

Ëþñòåðíèê è Øíèðåëüìàí [85, 86] ââåëè ïîíÿòèå êàòåãîðèè äëÿ
èçó÷åíèÿ ðàçíîãî ðîäà âàðèàöèîííûõ çàäà÷, êîòîðîå òàêæå èñïîëü-
çóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè áèëüÿðäîâ è, êîíêðåòíî, â ðåçóëüòàòàõ äàííîé
ðàáîòû.

118
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7.1 Çàäà÷à î êîëè÷åñòâå çàìêíóòûõ òðà-

åêòîðèé

Ââåä¼ì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, êàñàþùèõñÿ áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèé
â âûïóêëûõ òåëàõ.

Îïðåäåëåíèå. Áèëüÿðäíîé òðàåêòîðèåé â âûïóêëîì ãëàäêîì òåëå
T ∈ Rd íàçîâ¼ì ëîìàíóþ P ⊂ T , êîòîðàÿ èìååò òî÷êè èçëîìà òîëüêî
íà ãðàíèöå T è â êàæäîé òî÷êå èçëîìà ìåíÿåò íàïðàâëåíèå ïî çàêîíó
óïðóãîãî îòðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé çàìêíóòîé áèëüÿðäíîé òðàåêòîðèè P íàçî-
â¼ì êîëè÷åñòâî òî÷åê èçëîìà íà P .

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå çàìêíó-
òûå òðàåêòîðèè ñ ìíîæåñòâîì èçëîìîâ (x1, x2, . . . , xl), ÷òî òî÷êè xi
è xj ìîãóò ñîâïàäàòü, åñëè i− j 6= 0,±1 mod l. Òàêæå äîïóñêàþòñÿ
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îòðåçêîâ ëîìàíîé.

Âîïðîñ î êîëè÷åñòâå ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé äàííîé
äëèíû n áûë ïîñòàâëåí äîâîëüíî äàâíî, â ðàáîòå [9] áûëà ïîëó÷åíà
îöåíêà ñíèçó â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Â êíèãå [38] áûëà ñôîðìóëèðîâàíà
òàêàÿ çàäà÷à (Çàäà÷à 1.7):

Çàäà÷à. Ïóñòü T � d-ìåðíîå ãëàäêîå âûïóêëîå òåëî. Âåðíî ëè, ÷òî
â íåì åñòü íå ìåíåå d çàìêíóòûõ áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèé äëèíû 3?

Â ýòîé ðàáîòå áóäåò äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü T � d-ìåðíîå ãëàäêîå âûïóêëîå òåëî, d ≥ 3, à
p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà â T íàéä¼òñÿ íå ìåíåå (d−2)(p−1)+2
ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèé äëèíû p.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ñëó÷àé ïëîñêîãî áèëüÿðäà (d = 2) èçó-
÷åí â [9], ïîëó÷åííàÿ îöåíêà èìååò âèä ϕ(l), ãäå ϕ � ôóíêöèÿ Ýé-
ëåðà. Ñëó÷àé p = 2 çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, òàê êàê óæå â ðàáîòå
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Ëþñòåðíèêà è Øíèðåëüìàíà [86] áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà êîëè÷åñòâà
òðàåêòîðèé (d øòóê) äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ, ýòà æå îöåíêà ïåðåîòêðû-
òà â ðàáîòå [42]. Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, òàê êàê ó ýëëèïñîèäà
ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè äëèíàìè îñåé èìååòñÿ ðîâíî d õîðä, ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ ê åãî ïîâåðõíîñòè â ñâîèõ êîíöåâûõ òî÷êàõ.

Âàæíàÿ ÷àñòü òðåáóåìîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåõíèêè áûëà ðàçâè-
òà â [70] ïðèìåíèòåëüíî ê òð¼õìåðíîìó ñëó÷àþ, îäíàêî, êàê óêàçàíî
â [20, 21], â äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè êîëè÷åñòâà òðàåêòîðèé ñîäåðæà-
ëèñü îøèáêè.

Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d è òðàåêòîðèé íå÷¼òíîé (íå
îáÿçàòåëüíî ïðîñòîé) äëèíû èçó÷àëñÿ â ñòàòüÿõ [20, 21], ãäå áûëè
ïîëó÷åíû îòäåëüíî îöåíêè äëÿ ïðîñòûõ p (ïîëó÷øå) è äëÿ íåïðî-
ñòûõ íå÷¼òíûõ p (ïîõóæå). Ïðèâåä¼ííûå íèæå îöåíêè äëÿ ïðîñòûõ
p âî âñåõ ñëó÷àÿõ ëó÷øå îöåíîê ðàáîòû [21]. Îäíàêî, ðåçóëüòàòû
ðàáîò [20, 21] ïî âû÷èñëåíèþ êîãîìîëîãèé êîíôèãóðàöèîííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ â ýòîé ãëàâå. Â ñëó÷àå òðàåê-
òîðèé íåïðîñòîé íå÷¼òíîé äëèíû ìåòîäû äàííîé ðàáîòû, âèäèìî,
íåïðèìåíèìû, è ëó÷øåé îöåíêîé îñòà¼òñÿ îöåíêà èç [20].

7.2 Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî, åãî

èíäåêñ

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [20, 21], îïèøåì êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî,
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùåå â çàäà÷å î áèëüÿðäå. Äëÿ òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X îáîçíà÷èì

G(X, p) = {(x1, . . . , xp) ∈ Xp : x1 6= x2, x2 6= x3, . . . , xp−1 6= xp, xp 6= x1}.

Íà ïðîñòðàíñòâå G(X, p) ñâîáîäíî äåéñòâóåò ãðóïïà ñèììåòðèé
ïðàâèëüíîãî p-óãîëüíèêà Dp, êîòîðàÿ èìååò ïîäãðóïïó öèêëè÷åñêèõ
ïåðåñòàíîâîê, èçîìîðôíóþ Zp.
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Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [20] (Proposition 4.1) ñëåäóåò, ÷òî G(∂T, p)
ñîäåðæèòDp-èíâàðèàíòíîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåìGε(∂T, p),
êîòîðîå Dp-ýêâèâàðèàíòíî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî åìó.

Öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà áóäåò íàõîæäåíèå êîãîìîëîãè÷åñêîãî Zp-
èíäåêñàG(∂T, p), î÷åâèäíî, ðàâíîãî êîãîìîëîãè÷åñêîìó èíäåêñóGε(∂T, p).
Ïðîñòðàíñòâî ∂T ãîìåîìîðôíî ñôåðå ðàçìåðíîñòè d−1, ïîýòîìó äà-
ëåå ïèøåì G(Sd−1, p).

Ïîëó÷èì ñíà÷àëà îöåíêó ñíèçó íà èíäåêñ G(Sd−1, p), ðàññìîòðåâ
äðóãîå ïðîñòðàíñòâî � G(Rd, p). Íàïîìíèì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû
(Proposition 2.2) èç [20].

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü d ≥ 2. Àëãåáðà êîãîìîëîãèé H∗(G(Rd, p), Zp)
ïîðîæäåíà d− 1-ìåðíûìè êëàññàìè s1, . . . , sp è ñîîòíîøåíèÿìè

s2
1 = s2

2 = · · · = s2
p = 0, s1s2 . . . sp−1+s2s3 . . . sp+s3s4 . . . sps1+sps1 . . . sp−2 = 0.

Ãðóïïà Zp äåéñòâóåò íà îáðàçóþùèõ s1, . . . , sp öèêëè÷åñêèìè ïåðå-
ñòàíîâêàìè.

Ðàññìàòðèâàÿ äåéñòâèå G = Zp íà (G(Rd, p), ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå
èç ýòîé òåîðåìû:

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü d ≥ 2. Òîãäà hindG(Rd, p) = (d− 1)(p− 1).

Ýòà òåîðåìà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.16.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî X ñîäåðæèò Rd,

òî G(X, p) ñîäåðæèò G(Rd, p). Çíà÷èò ïî ìîíîòîííîñòè èíäåêñà ïî-
ëó÷àåì äëÿ X îöåíêó hindG(X, p) ≥ (d − 1)(p − 1), â ÷àñòíîñòè
G(Sd−1, p) ≥ (d− 2)(p− 1).

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì èíäåêñ G(Sd−1, p) áîëåå òî÷íî. Íàïîìíèì äâå
òåîðåìû èç [21] (Theorem 18, Theorem 19), îïèñûâàþùèå ñòðîåíèå
àëãåáðû H∗(G(Sd−1, p), Zp) â çàâèñèìîñòè îò ÷¼òíîñòè d. Îáîçíà÷èì
[n] = {1, 2, . . . , n}.
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Òåîðåìà 7.4. Ïóñòü d ≥ 4 ÷¼òíî. Òîãäà H∗(G(Sd−1, p), Zp) ïîðîæ-
äåíî ýëåìåíòàìè

u ∈ Hd−1(G(Sd−1, p), Zp), si ∈ H i(d−2)(G(Sd−1, p), Zp), i ∈ [p− 2]

è ñîîòíîøåíèÿìè

u2 = 0, sisj =
(i+ j)!

i!j!
si+j, åñëè i+ j ≤ p− 2, èíà÷å sisj = 0.

Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü d ≥ 3 íå÷¼òíî. Òîãäà H∗(G(Sd−1, p), Zp) ïî-
ðîæäåíî ýëåìåíòàìè

w ∈ H2d−3(G(Sd−1, p), Zp), ti ∈ H i(2d−4)(G(Sd−1, p), Zp), i ∈
[
p− 3

2

]
è ñîîòíîøåíèÿìè

w2 = 0, titj =
(i+ j)!

i!j!
ti+j, åñëè i+ j ≤ p− 3

2
, èíà÷å titj = 0.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 7.4 ñôîðìóëèðîâàíà â [21] äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿ
êîýôôèöèåíòîâ Q, íî äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò è äëÿ Zp, òàê êàê
äåëåíèå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî íà ÷èñëà i!, ãäå i ≤ p− 2.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî G äåéñòâóåò íà êîãîìîëîãèÿõ èç ýòèõ òåîðåì
òðèâèàëüíî, òàê êàê â êàæäîé ðàçìåðíîñòè èìååòñÿ íå áîëåå ÷åì
îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî êîãîìîëîãèé.

Îöåíèì ñíèçó êîãîìîëîãè÷åñêèé èíäåêñG(Sd−1, p) åù¼ îäíèì ñïî-
ñîáîì. Ïîñòðîèì Dp-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà
Øòèôåëÿ 2-ðåïåðîâ â Rd V 2

d → G(Sd−1, p). Âûáåðåì â äâóìåðíîé
ïëîñêîñòè ïðàâèëüíûé p-óãîëüíèê. Âñÿêèé ðåïåð (e1, e2) ∈ V 2

d äà¼ò
âëîæåíèå ýòîãî p-óãîëüíèêà â Rd, ïðè÷¼ì Dp-ýêâèâàðèàíòíîñòü î÷å-
âèäíà. ßñíî, ÷òî hindG(Sd−1, p) ≥ hindV 2

d , à ïîñëåäíèé èíäåêñ, êàê
èçâåñòíî (ñì. [88]), ðàâåí 2d− 3.
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Òåîðåìà 7.6. Ïðè d ≥ 3 hindG(Sd−1, p) = (d− 2)(p− 1) + 1.

Çàìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà âìåñòå ñ ëåììîé 2.26 äà¼ò îöåíêó

catG(Sd−1, p)/Dp ≥ (d− 2)(p− 1) + 2.

Íî ýòà îöåíêà äîëæíà îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâî, òàê êàê êîíôèãóðà-
öèîííîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî CW -êîìïëåêñó
ðàçìåðíîñòè (d − 2)(p − 1) + 1 è îöåíêà ñíèçó ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé
ñâåðõó ëåììû 2.24. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 7.7. Ïðè d ≥ 3

catG(Sd−1, p)/Dp = (d− 2)(p− 1) + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.6. Ïðè p = 3 (p− 1)(d− 2) + 1 = 2d− 3
è äîêàçûâàòü íå÷åãî, òàê êàê ãðóáàÿ îöåíêà äà¼ò hindG(Sd−1, 3) ≥
2d− 3, à êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà 2d− 3. Äàëåå ñ÷èòàåì
p ≥ 5.

Çàìåòèì, ÷òî H∗(G(Sd−1, p), Zp) ìóëüòèïëèêàòèâíî ïîðîæäàåòñÿ
(u, s1) è (w, t1) äëÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ d ñîîòâåòñòâåííî.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷¼òíîãî d. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè
AG = H∗(BG,Zp). Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñ ÷ëåíîì E2, ðàâíûì H∗(G(Sd−1, p), Zp) ⊗ AG (òàê êàê äåéñòâèå G
íà H∗(G(Sd−1, p), Zp) òðèâèàëüíî). Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ðàç-
ìåðíîñòü ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáðàçóþùèõ H∗(G(Sd−1, p), Zp) ðàâíà
d−1. Òîãäà, åñëè äèôôåðåíöèàëû ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
dm òðèâèàëüíû ïðè m ≤ d, òî îíè îñòàíóòñÿ òðèâèàëüíûìè è ïðè
m > d èç ñîîáðàæåíèé ñòåïåíè îáðàçóþùèõ. Íî â òàêîì ñëó÷àå â
èòîãå âûéäåò hindG(Sd−1, p) = +∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè
ðàçìåðíîñòè G(Sd−1, p)/G � çíà÷èò êàêîé-òî èç äèôôåðåíöèàëîâ dm
íåòðèâèàëåí ïðè m ≤ d.

Çàìåòèì, ÷òî â ÷ëåíå E2 ñíèçó èä¼ò ñòðîêà, ðàâíàÿ AG, ñëå-
äóþùàÿ ñòðîêà ñíèçó � s1AG, äàëåå � uAG. Ïóñòü dm � ïåðâûé
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íåòðèâèàëüíûé äèôôåðåíöèàë. Îí íå ìîæåò îòîáðàçèòü u èëè s1

â íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò íèæíåé ñòðîêè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
hindG(Sd−1, p) îêàæåòñÿ ðàâíûì d − 1 èëè d − 2 ñîîòâåòñòâåííî.
Åäèíñòâåííûé îñòàþùèéñÿ âàðèàíò íåòðèâèàëüíîãî dm � ýòî d2 è
d2(u) = as1y (a ∈ Z∗p). Òîãäà E3 áóäåò ìóëüòèïëèêàòèâíî ïîðîæ-
äàòüñÿ ýëåìåíòàìè v, y ∈ AG, îáðàçîì s1 è îáðàçîì usp−2, êîòîðûé
îáîçíà÷èì z. Ñîîòíîøåíèÿ áóäóò òàêèìè (ïîìèìî ñîîòíîøåíèé AG):

sp−1
1 = 0, s1y = 0, z2 = 0.

Òî åñòü â ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàíóòñÿ äâå ïîëíûå
ñòðîêè ñâåðõó è ñíèçó, è íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ñòðîê, ñîäåðæàùèõ
òîëüêî sk1 è s

k
1v ïðè k ∈ [p− 2].

Ñëåäóþùèå dm ïðèm ≤ (p−1)(d−2)+1 = dim z íå ñìîãóò íåòðè-
âèàëüíî îòîáðàçèòü z, òàêæå îíè íå ñìîãóò îòîáðàçèòü íåòðèâèàëüíî
s1 â ñèëó ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè è îöåíêè ñíèçó íà êîãîìîëîãè-
÷åñêèé èíäåêñ. Ïîýòîìó â êîíöå d(p−1)(d−2)+2 ïðèä¼òñÿ îòîáðàçèòü z â
íèæíþþ ñòðîêó è òîãäà ïîëó÷èì hindG(Sd−1, p) = (p−1)(d−2)+1.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ íå÷¼òíûõ d. Ñèòóàöèÿ ðàçâèâàåòñÿ
ïðèìåðíî òàêæå, íî ïîìèìî àëüòåðíàòèâû, äàþùåé âàðèàíò hindG(Sd−1, p) =
(p−1)(d−2)+1 îñòà¼òñÿ âàðèàíò, êîãäà d2 òðèâèàëåí, à íåòðèâèàëåí
d2d−2, êîòîðûé îòîáðàçèò w â ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò AG. Òîãäà
ïîëó÷èòñÿ, ÷òî hindG(Sd−1, p) = 2d−3, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íèæíåé
îöåíêå íà èíäåêñ (d− 2)(p− 1) ïðè p ≥ 5.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.1. Âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (x1, . . . , xp) ∈
G(∂T, p) è ñîïîñòàâèì åé ôóíêöèþ

f(x1, . . . , xp) =

p∑
i=1

|xixi+1|,

äàëåå âåçäå ïîëàãàåì xp+1 = x1. Ðàññìîòðèì f êàê ôóíêöèþ íà

G(∂T, p). ßñíî, ÷òî åñëè ïðîèçâîäíàÿ
∂f

∂xi
= 0, òî â òî÷êå xi ëî-
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ìàíàÿ x1x2 . . . xpx1 îòðàæàåòñÿ îò ãðàíèöû ïî çàêîíó óïðóãîãî îòðà-
æåíèÿ. Çíà÷èò, êðèòè÷åñêèå òî÷êè f ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèì
áèëüÿðäíûì òðàåêòîðèÿì äëèíû p.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåñòðîãî âûïóêëîãî T ìîãëî îêàçàòüñÿ òàê,
÷òî íåêîòîðûå îòðåçêè òðàåêòîðèè ëåæàò íà ãðàíèöå T . Òîãäà ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî âñå îòðåçêè òðàåêòîðèè îáÿçàíû ëåæàòü íà ãðàíèöå
è áîëåå òîãî, ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé. Íî òîãäà ýòà òðàåêòîðèÿ íå
ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé f .

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [20] (Proposition 4.1) ñëåäóåò, ÷òî âìå-
ñòî G(∂T, p) ìîæíî ðàññìîòðåòü ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå åìó
Gε(∂T, p), ê ïîñëåäíåìó ïðîñòðàíñòâó è ôóíêöèè f ïðèìåíèìà ëåì-
ìà 2.23, ÷òî ñ ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ 7.7 äà¼ò òðåáóåìîå.

7.3 Êâàçèíåïîäâèæíûå òî÷êè Zp-äåéñòâèÿ

Èç òåîðåìû 7.3 ìîæíî âûâåñòè óòâåðæäåíèå, óòî÷íÿþùåå ðåçóëü-
òàò [43], Òåîðåìà 1.

Òåîðåìà 7.8. Ïóñòü ãðóïïà Zp ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà òîïîëîãè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X è hindX > (d − 1)(p − 1). Îáîçíà÷èì îá-
ðàçóþùóþ Zp çà T . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
f : X → Rd íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ X, äëÿ êîòîðîé f(x) = f(T (x)).

Â [43] ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçàí äëÿ X = Sm, ãäå m > (d− 1)(p− 1)
è ïî ñóòè,ïðèâåä¼ííîå òàì äîêàçàòåëüñòâî äîêàçûâàåò è ýòó òåîðåìó.
Óòî÷íåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âû÷èñëåíèå èíäåêñà â òåîðåìå 7.3
ïîêàçûâàåò òî÷íîñòü îöåíêè hindX > (d− 1)(p− 1). Ïðèìåðîì, ïî-
êàçûâàþùèì òî÷íîñòü îöåíêè, ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå f : G(Rd, p)→
Rd, çàäàííîå êàê (x1, x2, . . . , xp) 7→ x1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî, òî ïîëó÷àåì
ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå X → G(Rd, p) è ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðå-
ìîé 7.3 è ëåììîé 2.13.
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Àíàëîãè÷íî èç òåîðåìû 7.6 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 7.9. Ïóñòü ãðóïïà Zp ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà òîïîëîãè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X è hindX > (d − 1)(p − 1) + 1. Îáîçíà÷èì
îáðàçóþùóþ Zp çà T . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
f : X → Sd íàéä¼òñÿ òî÷êà x ∈ X, äëÿ êîòîðîé f(x) = f(T (x)).



Ãëàâà 8

Âïèñûâàíèå
ìíîãîãðàííèêîâ è
äåëåíèå ìåðû

Â äàííîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû î âïèñûâàíèè êðîññïîëè-
òîïîâ (ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ îêòàýäðà) â âûïóêëîå òåëî (ëèáî â
íåêîòîðûå íåâûïóêëûå ãèïåðïîâåðõíîñòè) â Rd. Òàêæå äîêàçûâà-
þòñÿ áëèçêèå ïî äóõó ðåçóëüòàòû î ñîîòíîøåíèÿõ â ïðîèçâîëüíîé
íåïðåðûâíîé ìåòðèêå íà ìíîãîîáðàçèÿõ.

Êàê è ìíîãèå ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, ýòè ðåçóëüòà-
òû äîêàçûâàþòñÿ ÷åðåç íåòðèâèàëüíîñòü íåêîòîðîãî êëàññà Ýéëåðà
ðàññëîåíèÿ.

8.1 Âïèñûâàíèå ïðàâèëüíîãî êðîññïîëè-

òîïà è êðîññïîëèòîïà ñ (Zp)
k-ñèììåòðèåé

Çàäà÷è î âîçìîæíîñòè âïèñàòü (èëè îïèñàòü) ìíîãîãðàííèê èç íåêî-
òîðîãî çàäàííîãî ñåìåéñòâà â ïðîèçâîëüíîå (ãëàäêîå) âûïóêëîå òåëî

127
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èìåþò äàâíþþ èñòîðèþ. Â ðàáîòå [102] äîêàçûâàëîñü, ÷òî âî âñÿêóþ
ïðîñòóþ ãëàäêóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ íà ïëîñêîñòè ìîæíî âïèñàòü
êâàäðàò (òåîðåìà Øíèðåëüìàíà). Â ðàáîòå [34] äîêàçûâàëîñü, ÷òî
âîêðóã âñÿêîãî âûïóêëîãî òåëà â R3 ìîæíî îïèñàòü êóá. Â ðàáî-
òå [77] äîêàçûâàëîñü, ÷òî åñëè ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü
H ⊂ Rd îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ñ íåíóëåâîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòè-
êîé, òî â H ìîæíî âïèñàòü ñèìïëåêñ, ïîäîáíûé íàïåð¼ä çàäàííîìó.

Îáñóæäåíèå âîïðîñîâ âïèñûâàíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ìíîãîãðàí-
íèêîâ èìååòñÿ â êíèãå [78]. Áîëåå ñîâðåìåííûå ññûëêè ïî âîïðîñàì
âïèñûâàíèÿ/îïèñûâàíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [89, 90]. Êðîìå òî-
ãî, çàäà÷è î âïèñûâàíèè è îïèñûâàíèè ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàíû
ñ çàäà÷åé Êíàñòåðà [40] î ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ ôóíêöèè íà ñôåðå.

Â êíèãå [38] ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à (Çàäà÷à 11.5) î âïèñûâàíèè
ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà â ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå òåëî â R3. Ýòà çàäà-
÷à, ïî ñóòè, áûëà ðåøåíà äëÿ ðàçìåðíîñòè 3 è ãëàäêîãî òåëà â [89].
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íåêîòîðûõ ðàçìåðíîñòåé, áîëüøèõ
òð¼õ.

Îïðåäåëåíèå. Îðòîãîíàëüíûì êðåñòîì â Rd íàçîâåì d âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó o � öåíòð êðå-
ñòà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (e1, . . . , ed) � íåêîòîðûé áàçèñ â Rd. Êðîññïî-
ëèòîïîì â Rd íàçîâåì âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê

e1,−e1, e2,−e2, . . . , ed,−ed

è âñå åå îáðàçû ïðè äâèæåíèÿõ. Åñëè áàçèñ îðòîãîíàëüíûé è äëèíû
âñåõ âåêòîðîâ áàçèñà ðàâíû, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðîññïîëèòîï
ïðàâèëüíûé.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¼ì âûïóêëîå òåëî K ⊂ Rd íåóãëîâàòûì, åñëè
íèêàêàÿ åãî ãðàíè÷íàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îðòîãîíàëüíîãî
êðåñòà C, äëÿ êîòîðîãî C ∩ intK = ∅.
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Î÷åâèäíî, ãëàäêèå âûïóêëûå òåëà íå óãëîâàòû. Ñôîðìóëèðóåì
ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü K ⊂ Rd � íåóãëîâàòîå âûïóêëîå òåëî, à d �
íå÷¼òíàÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî. Òîãäà íàéä¼òñÿ ïðàâèëüíûé êðîññïî-
ëèòîï C ⊂ Rd, âñå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà ãðàíèöå K.

Òî æå äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò è äëÿ óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü H ⊂ Rd � îáðàç ãëàäêîãî âëîæåíèÿ Sd−1,
d = pk � íå÷¼òíàÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî. Ïóñòü C � êðîññïîëèòîï,
íàòÿíóòûé íà áàçèñ (e1, . . . , ed). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà (Zp)

k

äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà âåêòîðàõ áàçèñà (e1, . . . , ed) è å¼ äåé-
ñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ äî äåéñòâèÿ íà Rd îðòîãîíàëüíûìè ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè.

Òîãäà íàéä¼òñÿ êðîññïîëèòîï C ′ ⊂ Rd, ïîäîáíûé C, âñå âåðøèíû
êîòîðîãî ëåæàò íà H.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 8.2 äëÿ ïðàâèëüíîãî êðîññïîëèòîïà áûëà
çàÿâëåíà â [25], îäíàêî â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà áûëî óêàçàíî, ÷òî
îíî àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ. Äâóìåðíûé æå ñëó÷àé (òåîðåìà
Øíèðåëüìàíà) â ðàáîòå [25] òàêæå íå áûë äîêàçàí, îñíîâíàÿ ëåì-
ìà ýòîé ðàáîòû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè âïèñàííîãî êâàäðàòà îò
ãëàäêîé êðèâîé ïðèíöèïèàëüíî íåâåðíà è ê íåé ñóùåñòâóþò ïðî-
ñòûå êîíòðïðèìåðû. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Øíèðåëüìàíà [102]
ïðèíöèïèàëüíî, ÷òî ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà âïèñàííûõ êâàäðàòîâ íå
ìåíÿåòñÿ ïðè äåôîðìàöèÿõ êðèâîé, îäíàêî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå
âïèñàííûå êðîññïîëèòîïû ñîñòàâëÿþò ìíîãîîáðàçèå ïîëîæèòåëüíîé
ðàçìåðíîñòè è ðàññóæäåíèå ñ ÷¼òíîñòüþ íå ïðîõîäèò.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå d = 2 (òåîðåìà Øíèðåëüìàíà)
ïðèâåä¼ííàÿ çäåñü òåõíèêà íå ïðèìåíèìà. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ
ðàññìîòðåòü äåéñòâèå ãðóïïû Z4 íà êâàäðàòå.
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Äîêàæåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8.1 äëÿ ñòðîãî âûïóêëûõ
íåóãëîâàòûõ K. Òàêæå ýòî áóäåò äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 8.2 äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà H � ãðàíèöà ãëàäêîãî ñòðîãî âûïóêëîãî òåëà K.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñòðîãî âûïóêëûõ íåóãëîâàòûõ òåë. ÏóñòüR�
ïðîñòðàíñòâî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ
ðåïåðîâ â Rd. À â ñëó÷àå òåîðåìû 8.2 ýòî áóäåò ïðîñòðàíñòâî ðåïåðîâ,
ïîëó÷àþùèõñÿ èç èñõîäíîãî ñîáñòâåííûì îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ R åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ SO(d).
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå òåîðåìû 8.2 äëèíû âåêòîðîâ ðåïåðà ðàâíû,
áóäåì ñ÷èòàòü èõ åäèíè÷íûìè.

Ïîñòðîèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g ïðîñòðàíñòâà K ×R â ëè-
íåéíîå ïðîñòðàíñòâî V = R2d ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ òî÷êè p ∈ K
è ðåïåðà (e1, . . . , ed) ∈ R ïîëîæèì äëÿ ëþáîãî i ∈ [d]

ai = max{a : p+ aei ∈ K}, bi = max{a : p− aei ∈ K},

òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ïîñòðîåíî. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ñòðî-
ãî âûïóêëûõ K îíî íåïðåðûâíî.

Çàìåíèì êîîðäèíàòû â V íà si = ai + bi, ti = ai − bi. ðàññìîòðèì
îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ V , çàäàííîå ñîîòíîøåíèÿìè

t1 = · · · = td = 0, s1 = · · · = sd,

Â ôàêòîðå V/L îáîçíà÷èì d-ìåðíóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó {t1, . . . , td}
çà U , d− 1-ìåðíóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó {s1, . . . , sd} çà W . Çàìåòèì,
÷òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå f : K ×
R→ U ⊕W îòîáðàæàåò íåêîòîðóþ ïàðó (p, r) ∈ intK ×R â íóëü.

Äàëåå êîãîìîëîãèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè â Zp,
îáîçíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ îïóñêàåòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåóãëîâàòîãîK îòîáðàæåíèå f íå îòîáðàæàåò â
íóëü íè îäíó ïàðó (p, r) ∈ ∂K ×R. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî åñëè d = pk,
òî â ñëó÷àå òåîðåìû 8.1 ìîæíî çàäàòü ñâîáîäíîå äåéñòâèå ãðóïïû
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G = (Zp)
k íà ðåïåðàõ R ïåðåñòàíîâêàìè âåêòîðîâ è íà êîîðäèíàòàõ

ti, si â U è V àíàëîãè÷íûìè ïåðåñòàíîâêàìè. Â ñëó÷àå òåîðåìû 8.2
òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå G íà R óæå çàäàíî ïî óñëîâèþ òåîðåìû.

Òîãäà îòîáðàæåíèå f ïðåâðàùàåòñÿ â ñå÷åíèå ýêâèâàðèàíòíîãî
G-ðàññëîåíèÿ íàä G-ïðîñòðàíñòâîì è ïåðâîå ïðåïÿòñòâèå ê ïðîäîë-
æåíèþ íåíóëåâîãî ñå÷åíèÿ f ñ ∂K × R íà K × R ÿâëÿåòñÿ îòíîñè-
òåëüíûì êëàññîì Ýéëåðà è ëåæèò â H2d−1

G (K ×R, ∂K ×R).
Íàøå ñå÷åíèå f ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó ñå÷åíèé sU è sW ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ G-ðàññëîåíèé. Ïðè ýòîì ñå÷åíèå sU íå îáðàùàåòñÿ â íóëü
íàä ∂K ×R è äà¼ò íåêîòîðûé îòíîñèòåëüíûé êëàññ Ýéëåðà e(sU) ∈
Hd
G(K×R, ∂K×R), ñå÷åíèå sW èìååò êëàññ Ýéëåðà e(sW ) ∈ Hd−1

G (K×
R) = Hd−1

G (R). Ïåðâîå ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ íåíóëåâîãî f òà-
êèì îáðàçîì ðàâíî e(f) = e(sU)e(sW ).

Ïî ôîðìóëå Êþííåòà àëãåáðà êîãîìîëîãèé H∗G(K × R, ∂K × R)
ðàâíà òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ H∗(K, ∂K)⊗H∗G(R), òî åñòü èìååò
âèä u×H∗G(R), ãäå u � d-ìåðíàÿ îáðàçóþùàÿ H∗(K, ∂K).

Íàéä¼ì êëàññ e(sU). Çàìåòèì, ÷òî ïðè íåïðåðûâíûõ äåôîðìà-
öèÿõ K, îñòàâëÿþùèõ åãî íåóãëîâàòûì, ýòîò êëàññ íå èçìåíèòñÿ.
Òàêèìè äåôîðìàöèÿìè ìîæíî ïðåâðàòèòü K â åäèíè÷íûé øàð B.
Íî äëÿ B ìîæíî çàôèêñèðîâàòü r â ïàðå (p, r) ∈ B × R è çàìå-
òèòü, ÷òî ñå÷åíèå sU èìååò îäèí íåâûðîæäåííûé íóëü â B × {r}.
Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç êëàññà e(sU) ïðè åñòåñòâåííîì îòîáðàæåíèè
Hd
G(B×R, ∂B×R)→ Hd(B, ∂B) äà¼ò îáðàçóþùóþ Hd(B, ∂B), çíà-

÷èò e(sU) = u× 1 ∈ H∗G(K ×R, ∂K ×R).
Äåôîðìèðóåì K â ýëëèïñîèä ñ ðàçíûìè ïîëóîñÿìè. Â ýòîì ñëó-

÷àå óñëîâèå sU = 0 äëÿ ïàðû (p, r) ∈ K × R ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
p ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ýëëèïñîèäà. Òîãäà èç ðàññìîòðåíèÿ óñëîâèÿ
sW = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññ e(sW ) ÿâëÿåòñÿ òåì æå ïðåïÿòñòâè-
åì, êîòîðîå òðåáóåòñÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãèïîòåçû Êíàñòåðà. Ýòîò
÷àñòíûé ñëó÷àé óòâåðæäàåò, äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè h íà åäèíè÷íîé
ñôåðå íàéä¼òñÿ ðåïåð r = (e1, . . . , ed) (îðòîíîðìèðîâàííûé â ñëó-
÷àå òåîðåìû 8.1 è ïîäîáíûé äàííîìó äëÿ òåîðåìû 8.2), òàêîé ÷òî
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h(e1) = · · · = h(ed). Â ðàáîòå [73], â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
äàííîãî ñëó÷àÿ äåéñòâèÿ (Zp)

k (p 6= 2) íà SO(d) ýòî ïðåïÿòñòâèå
íå ðàâíî íóëþ. Çíà÷èò e(f) = u × e(sW ) òàêæå íå ðàâíî íóëþ ïî
ôîðìóëå Êþííåòà.

Òåïåðü èçáàâèìñÿ îò óñëîâèÿ ñòðîãîé âûïóêëîñòè.

Ðàçáîð ñëó÷àÿ íåñòðîãî âûïóêëûõ òåë. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñòðîãî âûïóêëûõ ãëàäêèõ òåë Kn, ñõîäÿùóþñÿ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà
ê K. Äëÿ êàæäîé èç íèõ íàøà òåîðåìà äà¼ò âïèñàííûé êðîññïîëè-
òîï Cn. Ìíîæåñòâî êðîññïîëèòîïîâ, âåðøèíû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò
íåêîòîðîìó êîìïàêòó, êîìïàêòíî, çíà÷èò ìîæíî ïåðåéòè ê ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè è ñ÷èòàòü, ÷òî Cn ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðîìó (âîçìîæíî,
âûðîæäåííîìó) êðîññïîëèòîïó C.

Äîêàæåì, ÷òî C íå ìîæåò âûðîäèòüñÿ â òî÷êó. Åñëè ýòî òàê, òî
òîãäà íàïðàâëÿþùèé êðåñò êðîññïîëèòîïà C äîëæåí èìåòü íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå ñ intK (èç íåóãëîâàòîñòè â òåîðåìå 8.1 è ãëàäêîñòè â
òåîðåìå 8.2) äëèíû íå ìåíåå ε, à çíà÷èò, è íàïðàâëÿþùèé êðåñò Cn
èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ intKn äëèíû íå ìåíåå ε/2 äëÿ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ n. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðû Cn íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ
è Cn íå âûðîæäàåòñÿ.

Èçáàâèòüñÿ îò óñëîâèÿ íåóãëîâàòîñòè â òåîðåìå 8.1 àâòîðó ïîêà
íå óäàëîñü, òàê êàê â óãëîâàòîì ñëó÷àå âîçìîæíî âûðîæäåíèå ïðè
ðàññìîòðåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïóêëûõ òåë, òî åñòü âïèñàííûé
êðîññïîëèòîï ìîæåò óñòðåìèòüñÿ ê îäíîé òî÷êå. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî âîïðîñ î íåóãëîâàòîñòè íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Äàæå â çà-
äà÷å î âïèñûâàíèè êâàäðàòà â çàìêíóòóþ íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ
êðèâóþ íà ïëîñêîñòè (òåîðåìà Øíèðåëüìàíà [102], ñì. òàêæå îáçîð
â êíèãå [38]) îáùèé ñëó÷àé íå äîêàçàí, õîòÿ äîêàçàíî ìíîãî ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè òèïà ãëàäêîñòè è íåóãëîâà-
òîñòè.
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Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 8.2 äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ãèïåðïî-
âåðõíîñòè H (ÿâëÿþùåéñÿ ãëàäêî âëîæåííîé ñôåðîé).

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íåâûïóêëûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé. Îïèøåì ïðî-
ñòðàíñòâî âñåâîçìîæíûõ êðîññïîëèòîïîâ, ïîäîáíûõ C. Ïîâåðõíîñòü
H ìîæåò áûòü ãëàäêî äåôîðìèðîâàíà â íåêîòîðûé ýëëèïñîèä ñ ðàç-
íûìè ïîëóîñÿìè, ïóñòü ïðè ýòîé äåôîðìàöèè å¼ îáðàç Ht îñòà¼òñÿ
âíóòðè íåêîòîðîãî øàðà B. Ìíîæåñòâî êðîññïîëèòîïîâ, ïîäîáíûõ
C è èìåþùèõ öåíòð â B, ïàðàìåòðèçóåòñÿ B × I × SO(d), ãäå B
ïàðàìåòðèçóåò öåíòðû, SO(d) ïàðàìåòðèçóåò âðàùåíèÿ, I = [a, b]
ïàðàìåòðèçóåò ãîìîòåòèè.

Åñëè âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëîå a è äîñòàòî÷íî áîëüøîå b, òî
êðîññïîëèòîïû ðàçìåðîâ a è b íå áóäóò âïèñàíû â Ht íè ïðè êàêîì
t. Ïîëîæèì L = ∂B× I ×SO(d)

⋃
B× ∂I ×SO(d). Ïóñòü G = (Zp)

k

äåéñòâóåò íà SO(d), êàê óêàçàíî âûøå. Òîãäà ïî ôîðìóëå Êþííåòà
H∗G(B × I × SO(d), L) = u × v × H∗G(SO(d)), ãäå u � îáðàçóþùàÿ
Hd(B, ∂B), v � îáðàçóþùàÿ H1(I, ∂I).

Êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü Ht ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ìíîæåñòâî íåâû-
ðîæäåííûõ íóëåé íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè ft, êîòîðóþ ìîæíî
ñ÷èòàòü íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé îò t (òàê êàê ãîìîòîïèÿ Ht ìîæåò
áûòü ïðîäîëæåíà äî èçîòîïèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà Rd). Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå gt : B × I × SO(d) → R2d, êîòîðîå îòîáðàæàåò íàáîð
(x, λ, ρ) â íàáîð

(ft(x+ λρ(e1)), ft(x+ λρ(−e1)), . . . , ft(x+ λρ(ed)), ft(x+ λρ(−ed))) .

Îòîáðàæåíèå gt êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì G íà B× I×SO(d) è äåé-
ñòâèåì G íà R2d ïåðåñòàíîâêàìè êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò
ñìûñë ðàññìîòðåòü êëàññ Ýéëåðà e(gt) ∈ H2d

G (B× I×SO(d), L). Ïðè
äåôîðìàöèè ýòîò êëàññ íå ìåíÿåòñÿ, çíà÷èò äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü
åãî â ñëó÷àå, êîãäàHt � ýëëèïñîèä. Äåéñòâóÿ, êàê â ïåðâîé ÷àñòè äî-
êàçàòåëüñòâà, íàõîäèì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå e(gt) = u× v× e(W ) 6= 0.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé îòîáðàæåíèÿ gt íåïóñòî è â êàæäóþ
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Ht âïèñûâàåòñÿ êðîññïîëèòîï, è äàæå (àíàëîãè÷íî ðåçóëüòàòàì [73])

ñåìåéñòâî êðîññïîëèòîïîâ ðàçìåðíîñòè íå ìåíåå
(d− 1)(d− 2)

2
.

8.2 Äåëåíèå ìåðû êîíóñàìè

Ïðåïÿòñòâèå â âèäå êëàññà Ýéëåðà, èñïîëüçîâàííîå â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 8.2, ïîçâîëÿåò äîêàçàòü è ñëåäóþùóþ òåîðåìó î äåëåíèè
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ìåðû â Rd.

Òåîðåìà 8.3. Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = (Zp)
k, ïóñòü d = pk �

íå÷¼òíàÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G äåéñòâóåò íà
Rd îðòîãîíàëüíî, òðàíçèòèâíî ïåðåñòàâëÿÿ âåêòîðû íåêîòîðîãî
áàçèñà. Ïóñòü çàìêíóòûé êîíóñ C ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò
òàêîâ, ÷òî ñåìåéñòâî êîíóñîâ {±g(C)}g∈G äà¼ò ðàçáèåíèå Rd, à åãî
ïîäñåìåéñòâî {g(C)}g∈G èìååò ðîâíî îäèí îáùèé ëó÷.

Òîãäà äëÿ âñÿêîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
µ íà Rd íàéä¼òñÿ ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ äâèæåíèå ρ òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî g ∈ G

µ(ρ(g(C))) = µ(ρ(−g(C)) =
1

2d
.

Â êà÷åñòâå êîíóñîâ ±g(C) ìîæíî âçÿòü êëåòêè ðàçáèåíèÿ Âîðî-
íîãî, ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷êàì {±g(v)}. Â ñëó÷àå d = 3 ýòà òåîðåìà
ïî ñóòè áûëà äîêàçàíà â [87].

Ïóñòü E � ãðóïïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé Rd. Âñÿêîå äâèæåíèå ρ
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ρ(x) = s(x) + t,

ãäå s ∈ SO(d) � âðàùåíèå, à t ∈ Rd � âåêòîð ïàðàëëåëüíîãî ïåðå-
íîñà. Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãè÷åñêè, E = SO(d)× Rd.
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Îïðåäåëèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g èç E â V = R2d. Äëÿ
ρ ∈ E è èíäåêñà i ∈ [d] ïîëîæèì

ai = µ(ρ(g(C)), bi = µ(ρ(−g(C)),

è áóäåì ñ÷èòàòü (ai) è (bi) êîîðäèíàòàìè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
V . Ìåðà µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå g
íåïðåðûâíî. Çàìåòèì, ÷òî G äåéñòâóåò íà E óìíîæåíèÿìè ñïðàâà, è
äåéñòâóåò íà V ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåñòàíîâêàìè {ai} è {bi}. Äëÿ
òàêèõ äåéñòâèé g ÿâëÿåòñÿ G-ýêâèâàðèàíòíûì.

Çàìåíèì êîîðäèíàòû â V íà si = ai + bi, ti = ai− bi è ðàññìîòðèì
îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ V , çàäàííîå óðàâíåíèÿìè

t1 = · · · = td = 0, s1 = · · · = sd.

Â ôàêòîðïðîñòðàíñòâå V/L îáîçíà÷èì d-ìåðíóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
{t1, . . . , td} çà U , à d − 1-ìåðíóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó {s1, . . . , sd} çà
W . Òåïåðü íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : E → U⊕W
îòîáðàæàåò íåêîòîðîå äâèæåíèå ρ ∈ E â íóëü.

Âîçüì¼ì íåêîòîðîå ε < 1
2d è øàð B

′ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,
äëÿ êîòîðîãî µ(B′) > 1 − ε. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, êîíóñà {±g(C)}
èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîýòîìó äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî øàðà B âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ
ëþáîãî ρ ∈ SO(d)×∂B õîòÿ áû îäèí èç êîíóñîâ ±ρ(g(C)) íå ïåðåñå-
êàåòB′. Ñëåäîâàòåëüíî, ñå÷åíèå f íå èìååò íóëåé íà SO(d)×∂B ⊂ E.

Òåïåðü ïðåïÿòñòâèå ê îòñóòñòâèþ íóëåé f � ýòî êëàññ Ýéëåðà
e(f) ∈ H2d−1

G (SO(d)×B, SO(d)×∂B). Ìåðó µ ìîæíî äåôîðìèðîâàòü
íåïðåðûâíî òàê, ÷òîáû îíà îêàçàëàñü ñêîíöåíòðèðîâàííîé â B′. Ïðè
ýòîì f òàêæå ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ïðè ýòîì íóëåé íà SO(d)× ∂B
íå âîçíèêàåò è êëàññ Ýéëåðà íå ìåíÿåòñÿ.

Ðàçëîæèì f â ïðÿìóþ ñóììó ñå÷åíèé sU ⊕ sW , â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðàçëîæåíèåì V/L = U ⊕W . Ñå÷åíèå sU íå èìååò íóëåé íà SO(d)×
∂B è åãî êëàññ Ýéëåðà ëåæèò â e(sU) ∈ Hd

G(SO(d) × B, SO(d) ×
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∂B), ñå÷åíèå sW èìååò êëàññ Ýéëåðà e(sW ) ∈ Hd−1
G (SO(d) × B) =

Hd−1
G (SO(d)). Ïîëíûé êëàññ Ýéëåðà ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè e(f) =

e(sU)e(sW ).
Ïî ôîðìóëå Êþííåòà

H∗G(SO(d)×B, SO(d)× ∂B) = H∗(B, ∂B)⊗H∗G(SO(d)),

èëè ðàâíîñèëüíî H∗G(SO(d)×B, SO(d)× ∂B) = u×H∗G(SO(d)), ãäå
u � d-ìåðíàÿ îáðàçóþùàÿ H∗(B, ∂B).

Íàéä¼ì e(sU). Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå âðàùåíèå s â ïàðå ρ =
(s, t) è ðàññìîòðèì ñóæåíèå sU íà ({s} × B, {s} × ∂B), îáîçíà÷èì
ýòî ñóæåíèå s′U . Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîé áóäåò ïðèâåäåíî â êîíöå ðàçäåëà.

Ëåììà 8.4. Ïðè îáîçíà÷åííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ s′U äà¼ò îòîá-
ðàæåíèå ñôåð ∂B → S(U) íåíóëåâîé ñòåïåíè mod p.

Èç ëåììû è òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé ïàðû (B, ∂B)
ñëåäóåò, ÷òî êëàññ Ýéëåðà e(s′U) íåíóëåâîé â H∗(B, ∂B).

Çíà÷èò, êëàññ e(sU) ïðè åñòåñòâåííîì îòîáðàæåíèèHd
G(B×SO(d), ∂B×

SO(d))→ Hd(B, ∂B) ïåðåõîäèò â íåíóëåâîé e(s′U) ∈ Hd(B, ∂B), ÷òî
âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå e(sU) = u × a ∈ H∗G(B × SO(d), ∂B ×
SO(d)), ãäå a � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà a 6= 0 mod p.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.2, êëàññ e(sW ) íåíóëåâîé è ïî
ôîðìóëå Êþííåòà e(f) = u× ae(sW ) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.4. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
L ∈ Rd, ñîîòâåòñòâóþùåå îáùåìó ëó÷ó êîíóñîâ {g(C)}g∈G è âîçü-
ì¼ì åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥. L⊥ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíè-
åì G áåç òðèâèàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Òàêæå ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå
U = UG ⊕ U⊥ íà òðèâèàëüíîå G-ïðåäñòàâëåíèå è åãî îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå.

Ðàññìîòðèì ñôåðó S = ∂B â Rd è ñôåðû SL = S ∩ L, SL⊥ =
S ∩ L⊥. Îòîáðàæåíèå s′U íå îòîáðàæàåò íèêàêóþ òî÷êó S â íóëü,
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ïîýòîìó ãîìîòîïè÷åñêè s′U ìîæíî ñ÷èòàòü îòîáðàæåíèåì â ñôåðó
SU = SUG∗SU⊥. Îáðàç SL⊥ ïðè îòîáðàæåíèè s′U íå ïåðåñåêàåò UG,
ïîýòîìó s′U òàêæå äà¼ò G-îòîáðàæåíèå ñôåð SL⊥ → SU⊥. Ñòåïåíü
îòîáðàæåíèÿ SL⊥ → SU⊥ íå ðàâíà íóëþ ïî ìîäóëþ p ïî Ëåììå 2.1
èç ðàáîòû [76], ýòîò ôàêò ìîæåò áûòü ëåãêî óñòàíîâëåí ðàññìîòðå-
íèåì ñïåêòðàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç ëåììû 2.15 äëÿ îáîèõ
ñôåð è åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ýòèìè ñïåêòðàëüíûìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

Ïóñòü òåïåðü íåêîòîðûé âåêòîð e ∈ SL îòîáðàæàåòñÿ â f ∈ SUG.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ïðîîáðàçû âåêòîðà −f íàõîäÿòñÿ â íåêîòîðîé
ìàëîé (ïðè ìàëîì ε) îêðåñòíîñòè −e. Ðàññìîòðè òåïåðü ïîëóñôå-
ðó H ⊂ S, êîòîðàÿ ñîäåðæèò e è èìååò êðàé SL⊥. Ïàðà (H,SL⊥)
îòîáðàæàåòñÿ â ïàðó (SU \ {−f}, SU \ UG) è ðàññìàòðèâàÿ òî÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé ïàð è îòîáðàæåíèå ìåæäó ýòèìè
òî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

(s′U)∗ : Hd(SU \ {−f}, SU \ UG, Zp) = Hd(SU, {−f}, Zp)→
Hd(H,SL⊥, Zp) = Hd(S, {−e}, Zp)

íåòðèâèàëüíî.

8.3 Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ìåòðè÷å-

ñêèõ ñîîòíîøåíèé íà ìíîãîîáðàçèÿõ

Äîêàæåì íåêîòîðóþ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ, äàþùóþ ìåòðè÷åñêè
ïðàâèëüíûå ìíîæåñòâà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íà ìíîãîîáðàçèè ñ
ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ìåòðèêîé. Òàêæå áóäåò ïðèâåäåíà áîëåå
îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà, â êîòîðîé ìåòðèêà çàìåíåíà íà ïðîèçâîëüíóþ
íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ íåñêîëüêèõ òî÷åê.

Â ýòèõ òåîðåìàõ â êà÷åñòâå ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî âçÿòü ïîâåðõ-
íîñòü ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî òåëà âRd, âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ íåïðå-
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ðûâíóþ ìåòðèêó íà Rd (èëè íà ýòîé ïîâåðõíîñòè) è ïîëó÷èòü ðåçóëü-
òàòû î âïèñûâàíèè â âûïóêëîå òåëî êîíôèãóðàöèè òî÷åê ñ çàäàííû-
ìè ìåòðè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó íèìè.

Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî, M � îðèåíòèðóåìîå
ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè d. Ïóñòü íà M ×M çàäàíà íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ ρ.

Ïóñòü â ãðóïïå G = Zp (ñ àääèòèâíîé çàïèñüþ) äàíû d ýëåìåí-
òîâ g1, . . . , gd. Òîãäà íàéä¼òñÿ íåïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå φ : G→
M òàêîå, ÷òî

∀g ∈ G, ∀i = 1, . . . , d ρ(φ(g), φ(g + gi)) = ρ(φ(e), φ(gi)).

Ýòà òåîðåìà ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ρ, íî åñ-
ëè ρ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, ïîëó÷àþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ
èç ñèììåòðè÷íîñòè ρ. Òàêæå â ñëó÷àå ìåòðèêè àâòîìàòè÷åñêè ïîëó-
÷àåì, ÷òî âñå ôèãóðèðóþùèå â òåîðåìå âåëè÷èíû ρ(φ(g), φ(g + gi))
ïîëîæèòåëüíû, òàê êàê èíà÷å îòîáðàæåíèå φ ïîëó÷èòñÿ ïîñòîÿííûì.

Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé ýòîé òåîðåìû (d = 2, G = Z5)
äà¼ò òàêîå óòâåðæäåíèå: äëÿ âñÿêîé ìåòðèêè ρ íà äâóìåðíîì îðèåí-
òèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè íàéäóòñÿ ïÿòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê p1, p2, . . . , p5

òàêèå, ÷òî

ρ(p1p2) = ρ(p2p3) = ρ(p3p4) = ρ(p4p5) = ρ(p5p1)

è
ρ(p1p3) = ρ(p3p5) = ρ(p5p2) = ρ(p2p4) = ρ(p4p1).

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî åù¼ áîëåå ñóçèòü: äëÿ âñÿêîãî âûïóêëîãî
òåëà K ∈ R3 íàéä¼òñÿ âïèñàííûé â íåãî (íå îáÿçàòåëüíî ïëîñêèé)
ïÿòèóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ðàâíû âñå ñòîðîíû è ðàâíû âñå äèàãîíàëè.

Âîò íàèáîëåå îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 8.5.
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Òåîðåìà 8.6. Ïóñòü p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî, M � îðèåíòèðóåìîå
ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè d, G = Zp ñ àääèòèâíîé çàïèñüþ. Ïóñòü
äëÿ âñÿêîãî i = 1, . . . , d çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî mi, íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ αi : Mmi → R è íàáîð gi1, . . . , gimi

∈ G.
Òîãäà íàéä¼òñÿ íåïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå φ : G → M òàêîå,

÷òî äëÿ âñÿêîãî i = 1, . . . , d âåëè÷èíà αi (φ(gi1 + g), φ(gi2 + g), . . . , φ(gimi
+ g))

íå çàâèñèò îò g ∈ G.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì ðàññìîòðèì íåìíîãî áîëåå îá-
ùèé ñëó÷àé G = (Zp)

k, îáîçíà÷èì q = pk. Ââåä¼ì íåêîòîðîå êîíôè-
ãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî è íàéä¼ì åãî èíäåêñ.

Ïðîñòðàíñòâî íåïîñòîÿííûõ îòîáðàæåíèé G → M î÷åâèäíî, äî-
ïóñêàåò äåéñòâèå G, èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèåì G íà ñåáå ñäâèãàìè.
Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ðàâíî X = M q \∆, ãäå ∆ �
äèàãîíàëü â M q, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ (x, . . . , x), x ∈M .

Ëåììà 8.7. Äëÿ èíäåêñà êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ óêà-
çàííûì äåéñòâèåì G èìååò ìåñòî

IndM q \∆ ⊆ Id(q−1)+1Λp(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî G äåéñòâóåò íà X ñâîáîäíî. Äåé-
ñòâèå G íà M q èìååò íåïîäâèæíûå òî÷êè, ïîýòîìó IndM q = {0}.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ êîãîìîëîãèé

· · · ← Hk(X)
i∗←− Hk(M q)

π∗←− Hk(M q, X)
δ←− Hk−1(X)← . . .

è ñîîòâåòñòâóþùèõ G-ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèé

· · · ← Hk
G(X)

i∗←− Hk
G(M q)

π∗←− Hk
G(M q, X)

δ←− Hk−1
G (X)← . . . .

Çàìåòèì, ÷òî âòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæàåòñÿ â ïåðâóþ åñòå-
ñòâåííûì îòîáðàæåíèåì f ∗, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîåêöèè f : Y ×
EG→ (Y × EG)/G äëÿ âñÿêîãî G-ïðîñòðàíñòâà Y .
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Ðàññìîòðåâ òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü N(∆) â M q çàìåòèì, ÷òî ïà-
ðà (M q, X) ñ ó÷¼òîì âûðåçàíèÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ïàðå
(B(V ), S(V )), ãäå V � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàäM , âõîäÿùåå â òî÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

0→ T (M)→ ⊕g∈GT (M)→ V → 0,

à B(V ) è S(V ) � åãî ïðîñòðàíñòâà åäèíè÷íûõ øàðîâ è åäèíè÷íûõ
ñôåð. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íà V åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò G.

Ïî ñôîðìóëèðîâàííûì ðàíåå ñîãëàøåíèÿì, ìíîãîîáðàçèå M Zp-
îðèåíòèðóåìî, çíà÷èò ðàññëîåíèå V òàêæå Zp-îðèåíòèðóåìî. Òîãäà
ïî èçîìîðôèçìó Òîìà êîãîìîëîãèè H∗(M q, X) ðàâíû uH∗(M), ãäå u
� d(q−1)-ìåðíûé ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ðàññëîåíèÿ V . Ðàññìîòðå-
íèå ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ G-êîãîìîëîãèé ýòîé ïàðû
ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f ∗ : H

d(q−1)
G (M q, X) → Hd(q−1)(M q, X)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì îäíîìåðíûõ Zp-ïðîñòðàíñòâ.
Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå π∗ : Hd(q−1)(M q, X) → Hd(q−1)(M q)

èíúåêòèâíî, ÷òî ñëåäóåò èç äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå è èíúåêòèâíî-
ñòè îòîáðàæåíèÿ Hd(N(∆)) = Hd(M)→ Hd(M

q).
Èç ñòðîåíèÿ àëãåáðû Λp(k) íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿ-

êîãî íåíóëåâîãî w ∈ Λ
d(q−1)
p (k) åãî îáðàç â H∗G(X) íåíóëåâîé. Îáðàç

ýòîãî ýëåìåíòà â H∗G(M q) áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü w � îí íåíóëåâîé
èç òðèâèàëüíîñòè èíäåêñà IndM q.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå óòâåðæäåíèþ ëåììû: îáðàç w â H∗G(X)
íóëåâîé. Òîãäà èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé ñëåäóåò,
÷òî íàéä¼òñÿ w′ ∈ Hd(q−1)

G (M q, X), äëÿ êîòîðîãî π∗(w′) = w. Èç ñòðî-

åíèÿ ãðóïï Hd(q−1)
G (M q, X) è Hd(q−1)(M q, X) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòî-

ðîãî a ∈ Z∗p au = f ∗(w′). Òîãäà èç ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äëÿ G-êîãîìîëîãèé f ∗(w) = 0, íî èç êîììóòàòèâíîñòè åñòåñòâåííûõ
îòîáðàæåíèé f ∗(w) = f ∗(π∗(w′)) = π∗(f ∗(w′)) = π∗(au) 6= 0 ïî äîêà-
çàííîìó â ïðåäûäóùåì àáçàöå � ïðîòèâîðå÷èå.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.6. Äëÿ êàæäîãî gi èç óñëîâèÿ òåîðåìû
ðàññìîòðèìG-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå êîíôèãóðàöèîííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà fi : X → Rq, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

fi(φ) = ⊕g∈Gαi (φ(gi1 + g), φ(gi2 + g), . . . , φ(gimi
+ g)) .

Ðàññìîòðåâ ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Rq ïî åãî äèàãîíàëè � Rq/R = Wi,
èç fi ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå hi : X → Wi.

ßñíî, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî h = h1 ⊕
· · · ⊕ hd îòîáðàæàåò íåêîòîðóþ òî÷êó X â íóëü âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà W = W1 ⊕ · · · ⊕ Wd. Íî ïîñëåäíåå ïðîñòðàíñòâî èìååò
äåéñòâèå G, çíà÷èò h ìîæíî ñ÷èòàòü G-ýêâèâàðèàíòíûì ñå÷åíèåì
G-ýêâèâàðèàíòíîãî ðàññëîåíèÿ íàä X.

ÐàññìàòðèâàåìîåG-ðàññëîåíèå íàäX èíäóöèðîâàíîG-ðàññëîåíèåì
W íàä pt. Êëàññ Ýéëåðà ïîñëåäíåãî ðàññëîåíèÿ íåíóëåâîé âHd(q−1)

G (pt).
À òàê êàê ïî ëåììå 8.7 IndX ⊆ Id(q−1)+1Λp(k), òî îáðàç ýòîãî êëàññà

â Hd(q−1)
G (X) òàêæå íåíóëåâîé. Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ

ñå÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàíî.



Ãëàâà 9

Êàòåãîðèÿ Ëþñòåðíèêà-
Øíèðåëüìàíà
ïðîîáðàçîâ

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò àêñèîìàòè÷åñêè îáîáùåíî ïîíÿòèå îòíîñèòåëü-
íîé êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà, äîêàçàíî íåêîòîðîå óòâåð-
æäåíèå î êàòåãîðèè ïðîîáðàçå òî÷êè è èç íåãî âûâåäåíî ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ñëåäñòâèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå Áîðñóêà-Óëàìà â ôîðìóëèðîâêå
äëÿ íå÷¼òíûõ ôóíêöèé.

9.1 Îáîáù¼ííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ êàòåãîðèÿ

Äëÿ íà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå, êîòîðîå âûäåëÿåò íåêîòîðûå îá-
ùèå ñâîéñòâà ðàçíûõ âèäîâ ïîíÿòèÿ êàòåãîðèè â äóõå Ëþñòåðíèêà-
Øíèðåëüìàíà.

Îïðåäåëåíèå. ÏóñòüX � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à k �ôóíê-
öèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ X, îáëà-
äàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1) åñëè U ⊆ V , òî k(U) ≤ k(V ) (ìîíîòîííîñòü);
2) k(U1 ∪ · · · ∪ Un) ≤ k(U1) + · · ·+ k(Un) (ñóáàääèòèâíîñòü);
3) k(U1 ∪ · · · ∪ Un) ≤ max{k(U1), . . . , k(Un)}, åñëè çàìûêàíèÿ

clU1, . . . , clUn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Òàêóþ ôóíêöèþ k áóäåì íàçûâàòü îáîáù¼ííîé îòíîñèòåëüíîé

êàòåãîðèåé.

ßñíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ êàòåãîðèÿ Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà
catX U èç [85] ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèåé, åñëè
ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî. Åñòü è äðóãèå ïðèìåðû îáîáù¼ííîé
îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèè.

Äàëåå â ïðèìåðàõ îáîáù¼ííûõ îòíîñèòåëüíûõ êàòåãîðèé òîïîëî-
ãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ ïàðàêîìïàêòíûìè àá-
ñîëþòíûìè îêðåñòíîñòíûìè ðåòðàêòàìè, ÷òîáû èçáåæàòü âîçìîæ-
íûõ òîíêîñòåé ñ îïðåäåëåíèÿìè êàòåãîðèè.

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû îáîáù¼ííûõ îòíîñèòåëüíûõ êàòåãîðèé îñ-
íîâàíû íà ïîíÿòèÿõ ðîäà, èíäåêñà, êîãîìîëîãè÷åñêîé äëèíû è ò.ï.

Ïóñòü π : Y → Y/G � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ ïðîñòðàíñòâà ñî
ñâîáîäíûì äåéñòâèåì G. Äëÿ âåëè÷èíû gG(π−1(U)) ñâîéñòâà 1 è 3
îáîáù¼ííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèè âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíî. Ñóá-
àääèòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî gG(π−1(U)) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àå êàòåãîðèè ñå÷åíèé (ñì. [52, 31]), èëè èç òåîðåìû 2.27. Åñëè ãðóï-
ïà G èìååò âèä Zp, òî âìåñòî gG(π−1(U)) ìîæíî â êà÷åñòâå êàòåãî-
ðèè âçÿòü hindπ−1(U) + 1. Åñëè â îïðåäåëåíèè êîãîìîëîãè÷åñêîãî
èíäåêñà áåðóòñÿ êîãîìîëîãèè ×åõà, ñâîéñòâî 3 áóäåò ñëåäîâàòü èç
ëåììû 2.18.

Äàëåå äëÿ êîãîìîëîãèé ôèêñèðóåì íåêîòîðîå êîëüöî êîýôôèöè-
åíòîâ A. Äàäèì åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå (áîëåå îáùèå ôîðìóëèðîâêè
ñì. â [7], Ãëàâà 4).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ι : U →
X � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà îòíîñèòåëüíîé
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êîãîìîëîãè÷åñêîé äëèíîé U íàçîâ¼ì

hlX U = max{k : ∃u1, . . . , uk ∈ H∗(X,A),

∀i dimui > 0, ι∗(u1)ι
∗(u2) . . . ι

∗(uk) 6= 0}.

Ïîêàæåì, ÷òî hlX U+1 ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííîé îòíîñèòåëüíîé êàòå-
ãîðèåé. Èç ëåììû 2.25 ñðàçó ñëåäóåò âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 2 îáîáù¼í-
íîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèè äëÿ ÷èñëà hlX U + 1. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè íåêîòîðîå ïðîèçâåäåíèå N =

∑n
i=1 hlX Ui + n êëàññîâ ïîëîæè-

òåëüíîé ðàçìåðíîñòè u1, . . . , uN ∈ H∗(X,A) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü
íà
⋃n
i=1 Ui, òî ýòî ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ðàçáèòü íà n îòðåçêîâ äëèí

hlX Ui + 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ëåììå 2.25, îäèí èç îòðåçêîâ ïðîèç-
âåäåíèÿ íå ñìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü íà ñîîòâåòñòâóþùåì Ui, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ äëèíû Ui. Ñâîéñòâà 1 è 3 äëÿ êîãîìîëî-
ãè÷åñêîé äëèíû î÷åâèäíû.

Ðàññóæäåíèå èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà íà òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî
catX U ≥ hlX U + 1. Íà ñàìîì äåëå äëÿ ëþáîé îáîáù¼ííîé îòíîñè-
òåëüíîé êàòåãîðèè k, êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå íà ñòÿãèâàåìûõ ïî X
ïîäìíîæåñòâàõ, âåðíî ÷òî k(U) ≤ catX U .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f :
X → Y êàòåãîðèÿ ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ â [8], f |U
ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèåé. Òàêæå äëÿ âñÿêîãî
êëàññà êîãîìîëîãèé ξ (âîçìîæíî îáîáù¼ííûõ) êàòåãîðèÿ ñóæåíèÿ
êëàññà (îïðåäåë¼ííàÿ òàì æå) ξ|U ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííîé îòíîñèòåëü-
íîé êàòåãîðèåé. Äëÿ íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ E → X êàòåãîðèÿ ñå÷å-
íèé (sectional category � îáîçíà÷åíèå ðàáîòû [31]) secatE|U , îïðåäå-
ë¼ííàÿ â [52], òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèåé.

Îáçîð ðàçíûõ îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà
ñîäåðæèòñÿ â [31]. Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûå âàðèàíòû ïîíÿòèÿ ñòðîãîé
êàòåãîðèè U , â êîòîðûõ, â îòëè÷èå îò îáû÷íîé êàòåãîðèè, òðåáóåò-
ñÿ ñòÿãèâàåìîñòü êàæäîãî ìíîæåñòâà ïîêðûòèÿ ïî ñåáå, íå îáëàäàåò
òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè, â ÷àñòíîñòè íàðóøàåòñÿ ñâîéñòâî 3.
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Ñôîðìóëèðóåì îñíîâîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå X çàäàíà îáîáù¼ííàÿ îòíî-
ñèòåëüíàÿ êàòåãîðèÿ k, äëÿ êîòîðîé k(X) > n(d + 1). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå â d-ìåðíîå (â
ñìûñëå ïîêðûòèé) ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y è îáðàç f(X) îò-
íîñèòåëüíî êîìïàêòåí. Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà c ∈ Y òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U 3 c

k(f−1(U)) > n.

Åñëè k ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì è ñëîé f−1(c) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåòðàêòîì íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòè â X, òî èç òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî k(f−1(c)) > n. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âûïîëíåíî äëÿ àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X
è ïðèâåä¼ííûõ âûøå ïðèìåðîâ ôóíêöèé k.

Åñëè ôóíêöèÿ k(U) îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè (äëÿ âñÿ-
êîãî çàìêíóòîãî F ⊆ X äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊃ F âûïîë-
íÿåòñÿ k(F ) ≥ k(U) ), òî èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî k(f−1(c)) > n. Ýòî
âûïîëíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðîäà G-äåéñòâèÿ è äëÿ íåêîòîðûõ
ñëó÷àåâ êàòåãîðèè ñå÷åíèé è ò. ï.

×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 9.1 äëÿ íåêîòîðîãî àíàëîãà ðîäà Z2-
äåéñòâèÿ äîêàçàí â [63] (Ëåììà 3.1), ãäå èç íåãî âûâåäåíî ñîäåðæà-
òåëüíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñëåäñòâèå. Äëÿ èíäåêñà Ind (Zp)

k-ïðîñòðàíñòâ
àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîêàçàí â [76] (Ëåììà 9.1 è ñëåäñòâèå 9.1).
Ôàêòè÷åñêè, â [76] ñîäåðæèòñÿ è èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.1
äëÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé äëèíû.

Áëèçêèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ðàáîòå [61], ãäå îòîáðàæåíèå äîëæ-
íî áûòü ðàññëîåíèåì è â îöåíêå d + 1 çàìåíåíî íà êàòåãîðèþ îòîá-
ðàæåíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì åãî äëÿ ñðàâíåíèÿ:

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü F
ι−→ E

p−→ B � ðàññëîåíèå ñî ñâÿçíûìè B è
F . Òîãäà

catE ≤ cat ι · cat p.
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9.2 Äîêàçàòåëüñòâî è ñëåäñòâèÿ

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà (Ëåììà 2.4 èç [47]).

Ëåììà 9.3. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ïàðàêîìïàêòíî è åãî ðàçìåð-
íîñòü â ñìûñëå ïîêðûòèé ðàâíà d. Òîãäà âî âñÿêîå îòêðûòîå ïî-
êðûòèå V ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî âïèñàòü îòêðûòîå ïîêðûòèå

U =
d+1⋃
i=1

Ui,

â êîòîðîì êàæäîå ñåìåéñòâî Ui ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ ñ ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ çàìûêàíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1. Ïðîñòðàíñòâî Y ìåòðè÷åñêîå, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïàðàêîìïàêòíîå. Ïî ëåììå 9.3 ïîêðîåì Y ñåìåéñòâîì
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U = U1 ∪ · · · ∪ Ud+1 ñ äèàìåòðàìè ìíîæåñòâ
ïîêðûòèÿ íå áîëåå ε. Îáîçíà÷èì Vi =

⋃
Ui.

Ïî ñâîéñòâó 2 îáîáù¼ííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèè äëÿ íåêîòî-
ðîãî i k(f−1(Vi)) > n. Ïî ñâîéñòâó 3 íàéä¼òñÿ ìíîæåñòâî V ∈ Ui,
äëÿ êîòîðîãî k(f−1(V )) > n.

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, áóäåì íàõîäèòü âñå áîëåå ìåëêèå ìíîæå-
ñòâà V , ïî ñîîáðàæåíèÿì êîìïàêòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îíè
ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå c ∈ Y . Ïîêàæåì, ÷òî c ÿâëÿåòñÿ íóæ-
íîé òî÷êîé îò ïðîòèâíîãî. Åñëè íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü U 3 c, äëÿ
êîòîðîé k(f−1(U)) ≤ n, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîãî ïîêðûòèÿ áóäåò
V ⊆ U , çíà÷èò ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñî ñâîéñòâîì 1.

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 9.1. Íà ñàìîì
äåëå ýòè ñëåäñòâèÿ âûòåêàþò óæå èç âåðñèè òåîðåìû 9.1, èçâåñòíîé
ßíãó [64].

Ñëåäñòâèå 9.4 (Îáîáùåíèå òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà). Ïóñòü äàíû
íàòóðàëüíûå ÷èñëà k, l, n, ïðè÷¼ì k(l + 1) ≤ n. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
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l ÷¼òíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ñôåðå Sn (f1, . . . , fl) íàéäóòñÿ
òàêèå ÷èñëà (c1, . . . , cl), ÷òî äëÿ ëþáûõ k íå÷¼òíûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé (g1, . . . , gk) ñèñòåìà

f1(x) = c1, f2(x) = c2, . . . , fl(x) = cl
g1(x) = 0, g2(x) = 0, . . . , gk(x) = 0

èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.22, Z2-ðîä Sn ïðè äåéñòâèè x 7→ −x
ðàâåí n + 1. Ïðèìåíèì òåîðåìó 9.1 ê íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ
f : Sn → Rl, çàäàâàåìîìó ôóíêöèÿìè (f1, . . . , fl). Òîãäà íàéä¼ì òà-
êîé íàáîð (c1, . . . , cl), ÷òî ïîäìíîæåñòâî Sn (ñì. êîììåíòàðèé ïîñëå
òåîðåìû 9.1)

Y = {x ∈ Sn : f1(x) = c1, f2(x) = c2, . . . , fl(x) = cl}

èìååò ðîä íå ìåíåå k+1. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó îáû÷íîé òåîðå-
ìû Áîðñóêà-Óëàìà, èç ëåììû 2.22 è ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ðîäà ñëå-
äóåò, ÷òî ëþáîé íàáîð íå÷¼òíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (g1, . . . , gk)
èìååò íóëü íà Y , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ìîæíî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäñòâèå èç ýòîãî îáîáùåíèÿ òåî-
ðåìû Áîðñóêà-Óëàìà, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ôóíêöèè (g1, . . . , gk)
áðàòü ëèíåéíûìè.

Ñëåäñòâèå 9.5. Ïóñòü äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà k, l, n, ïðè÷¼ì k(l+
1) ≤ n. Òîãäà äëÿ ëþáûõ l ÷¼òíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (f1, . . . , fl)
íà ñôåðå Sn ⊂ Rn+1 íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà (c1, . . . , cl), ÷òî ìíîæå-
ñòâî

Y = {x ∈ Sn : f1(x) = c1, f2(x) = c2, . . . , fl(x) = cl}

ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Rn+1 ðàçìåð-
íîñòè n+ 1− k.
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