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Âàðèàíò Ì

1. Ñóùåñòâóåò ëè çàìêíóòîå íåñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâîR, ñîñòîÿùåå òîëü-
êî èç èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë?

Îòâåò: ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå 1. Ðàññìîòðèì ÷èñëà, çàäàííûå â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êàê

0,∗0∗∗0∗∗∗0∗∗∗∗0∗∗∗∗∗0∗ . . . ,

è ðàçðåøèì ñòàâèòü âìåñòî ∗ ïðîèçâîëüíî öèôðû 4 èëè 5. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî X èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà
è íå ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Òàêæå ÿñíî, ÷òî åñëè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ÷èñåë xn ∈ X ñõîäèòñÿ ê x0, òî äëÿ âñÿêîé ïîçèöèè k
öèôðà äðîáè xn â ïîçèöèè k ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè n→∞, à çíà÷èò
x0 óäîâëåòâîðÿåò âûøåóêàçàííîìó øàáëîíó è ñîäåðæèòñÿ â X.

Ðåøåíèå 2. Çàíóìåðóåì ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà â âèäå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {ri}, è âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë {εi}, ñ ñóììîé

∑∞
i=1 εi = 1, òîãäà îáúåäèíåíèå

X =
⋃

(ri − εi, ri + εi)

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì ñ ìåðîé Ëåáåãà íå áîëåå 2, ñîäåð-
æàùèì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Çíà÷èò Y = R \ X ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ìåðà
Ëåáåãà ïåðåñå÷åíèÿ Y ∩ [−2, 2] íå ìåíåå 2, à çíà÷èò Y íåñ÷¼òíî.

2. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x), ïðèíèìàþùàÿ êàæ-
äîå çíà÷åíèå y ∈ R ÷¼òíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ðàç?

Îòâåò: íåò.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ f ñóùåñòâóåò. Çàìå-
òèì, ÷òî êàæäîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.
Ïîýòîìó ïðè ëþáîì c êàæäûé íóëü x0 ôóíêöèè f(x)− c ëèáî ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì, ëèáî òî÷êîé ñìåíû çíàêà, â çàâèñè-
ìîñòè îò çíàêà ôóíêöèè f(x) − c íà íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
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èíòåðâàëàõ (x0− ε, x0) è (x0, x0 + ε). Òàêæå îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå
ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû f(x) ñòðîãèå.

Çàôèêñèðóåì ε > 0 è îáîçíà÷èì M+
ε ìíîæåñòâî òàêèõ x0 ∈ R, ÷òî

çíà÷åíèå f(x0) ñòðîãî ìàêñèìàëüíî â ε-îêðåñòíîñòè x0. Àíàëîãè÷íî
îáîçíà÷èì M−

ε äëÿ ìèíèìóìîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
äâóìÿ ðàçíûìè òî÷êàìè M+

ε íå ìåíåå ε, ñëåäîâàòåëüíî òàêèå ìíî-
æåñòâà íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíû, àíàëîãè÷íî äëÿ ìèíèìóìîâ è ìíîæåñòâ
M−

ε . Ìíîæåñòâî òî÷åê

M =
∞⋃
n=1

(
M+

1/n ∪M
−
1/n

)
òàêæå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê, â êîòî-
ðûõ f èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì.

Òîãäà f(M) íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî è ñóùåñòâóåò c 6∈ f(M). Äëÿ òà-
êîãî c ôóíêöèÿ f(x) − c ÷¼òíîå ÷èñëî ðàç ìåíÿåò çíàê â òî÷êàõ
x1 < · · · < x2k. Ñëåäîâàòåëüíî, íà èíòåðâàëàõ (−∞, x1) è (x2k,+∞)
îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îäíîãî çíàêà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ïóñòü ýòî çíàê −. Òîãäà f(x) > c òîëüêî íà îãðàíè÷åííîì îòðåçêå
[x1, x2k]. Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà ñâåðõó è íå ïðè-
íèìàåò íåêîòîðûõ çíà÷åíèé � ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïðèäóìàòü ôóíêöèþ (ñì. ãðàôèê), êîòîðàÿ
ïðèíèìàåò êàæäîå çíà÷åíèå ðîâíî òðè ðàçà.

3. Îáîçíà÷èì
E(x̄) = x21 + x22 + · · ·+ x22n−1
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ñòàíäàðòíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íà R2n−1. Ïóñòü Q(x̄) � äðóãàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà R2n−1. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ n-ìåðíîå
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊆ R2n−1 è ÷èñëî α ∈ R, òàêèå ÷òî äëÿ
ëþáîãî x̄ ∈ L

Q(x̄) = αE(x̄).

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà âûáåðåì îðòîíîðìàëüíûé îòíîñèòåëüíî E
áàçèñ, â êîòîðîì Q äèàãîíàëüíà

Q(x̄) = a1x
2
1 + a2x

2
2 + · · ·+ a2n−1x

2
2n−1.

Óïîðÿäî÷èì a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ a2n−1 è îáîçíà÷èì Q′ = Q− anE. Ïðè-
âåä¼ì n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L, íà êîòîðîì Q′ ðàâíà
íóëþ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó Q = anE íà L.

Ïóñòü âåêòîðû vi (i = 1, . . . , n − 1) èìåþò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå
êîîðäèíàòû:

• åñëè an 6= an+i, òî i-ÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 1, à (n + i)-ÿ êîîðäè-
íàòà ðàâíà (êâàäðàòíûé êîðåíü ìîæåò áûòü èçâëå÷¼í ñ ó÷¼òîì
ïðåäïîëîæåíèÿ óïîðÿäî÷åííîñòè)√

ai − an
an − an+i

;

• åñëè an = an+i, òî i-ÿ êîîðäèíàòà ðàâíà íóëþ, à (n+ i)-ÿ ðàâíà
1.

Ïóñòü âåêòîð vn èìååò òîëüêî îäíó íåíóëåâóþ êîîðäèíàòó 1 â ïîçè-
öèè n. Îáîçíà÷èâ çà L ëèíåéíóþ îáîëî÷êó v1, v2, . . . , vn, âèäèì, ÷òî
Q′ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà L.

4. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n âñå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ y(n) = sin y4 îïðåäåëåíû è îãðàíè÷åíû íà âñåé âåùåñòâåííîé
îñè?

Îòâåò: òîëüêî ïðè n = 1.

Ðåøåíèå. Ïðè n = 1 ðåøåíèå âñÿêîå ðåøåíèå y(x) ëèáî ñîâïàäàåò
ñ îäíîé èç ïðÿìûõ y4 = πk, k ∈ Z, ëèáî çàêëþ÷åíî â ïîëîñå ìåæäó
äâóìÿ èç íèõ. Â ëþáîì ñëó÷àå îíî äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî.

Åñëè æå n ≥ 2, òî çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ
∫ y
0 sin t4 dt = F (y) îãðà-

íè÷åíà ïî ìîäóëþ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
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âñÿêîãî ðåøåíèÿ y(x) ïðè óñëîâèè y(0) = 0 âûðàæåíèå
∫ x
0 y

(n)(t)y′(t) dt =
F (y(x)) òîæå îãðàíè÷åíî. Åñëè n = 2, òî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì
äà¼ò:

y′(x)2 − y′(0)2 = 2F (y(x)).

Çíà÷èò ïðè âûáîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé y(0) = 0 è y′(0) =
√

3C
ïîëó÷àåì, ÷òî y′(x) íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü è îñòà¼òñÿ íå
ìåíåå

√
C. Ñëåäîâàòåëüíî y(x) ≥

√
Cx, òî åñòü y(x) íå îãðàíè÷åíà

ñâåðõó.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé n ≥ 3. Íà ýòîò ðàç èíòåãðèðîâàíèå ïî
÷àñòÿì äà¼ò:

y(n−1)(x)y′(x)− y(n−1)(0)y′(0) =

∫ x

0

y(n−1)(t)y′′(t) dt+ F (y(x)).

Çàäàäèì òåïåðü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y(k)(0) (k = 0, . . . , n − 1) íóëå-
âûìè, êðîìå y′(0) = 1 è y(n−1)(0) = 2C. Ïîñìîòðèì, êàê âåä¼ò ñåáÿ
y(x) ïðè x ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò y(n−1)(x)
îáðàòèëàñü â íóëü ïåðâûé ðàç. Òîãäà äî ýòîãî ìîìåíòà ïðîèçâîä-
íàÿ y(n−1)(x) áûëà íåîòðèöàòåëüíà, à ïðîèçâîäíûå ìåíüøèõ ïîðÿä-
êîâ ìîíîòîííî âîçðàñòàëè è òîæå áûëè íåîòðèöàòåëüíûìè. Ñëåäî-
âàòåëüíî:

−2C =

∫ x

0

y(n−1)(t)y′′(t) dt+ F (y(x)) ≥ 0 + F (y(x)) ≥ −C,

ïðîòèâîðå÷èå. Òî åñòü y(n−1)(x) âñåãäà áóäåò îñòàâàòüñÿ íåîòðèöà-
òåëüíîé, ñëåäîâàòåëüíî âñå áîëåå ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå òîæå áóäóò
îñòàâàòüñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè, à y′(x) áóäåò îñòàâàòüñÿ íå ìåíåå 1.
Ñëåäîâàòåëüíî y(x) ≥ x, òî åñòü y(x) íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

5. Ïóñòü A = {a1, . . . , am} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Îáîçíà÷èì Ak ìíîæåñòâî ñóìì ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè

x1a1 + x2a2 + · · ·+ xmam, x1 + · · ·+ xm ≤ k.

Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà k0, a, b, ÷òî äëÿ ëþáîãî
k ≥ k0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà: |Ak| =
ak + b.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Õîâàíñêîãî óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ íå îáÿçàòåëü-
íî íàòóðàëüíûõ, íî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {a1, . . . , am} ðàâåíñòâî
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|Ak| = P (k) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, ãäå P (x) �
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå m.

Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a1 > a2 > · · · > am. ×èñëî y ∈ Ak

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå x1a1 + x2a2 + · · · + xmam ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè öåëûìè xi íå îäíèì ñïîñîáîì. Âûáåðåì òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå, â êîòîðîì

∑
xi ìèíèìàëüíà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì

x2 ≤ a1, x3 ≤ a2, . . . , xm ≤ am−1,

òàê êàê èíà÷å ak−1 ÷èñåë ak ìîæíî ¾ðàçìåíÿòü¿ íà ak ÷èñåë ak−1. Â
òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ïðè ðîñòå k ðàñò¼ò òîëüêî x1. Òåïåðü äëÿ äàí-
íîãî k îáîçíà÷èì çà Xk ìíîæåñòâî òàêèõ íàáîðîâ x2 ≤ a1, . . . , xm ≤
am−1, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî ¾óïðîùåíèå¿

(k −
m∑
i=2

xi)a1 + x2a2 + · · ·+ xmam = x′1a1 + x′2a2 + · · ·+ x′mam

ñ ìåíüøåé ñóììîé
∑
x′i. Ïðèáàâèâ ê ýòîìó òîæäåñòâó a1, ïîëó÷èì

÷òî ÷èñëî

(k + 1−
m∑
i=2

xi)a1 + x2a2 + · · ·+ xmam

òîæå äîïóñêàåò ¾óïðîùåíèå¿. Òî åñòü Xk ⊆ Xk+1. Ìíîæåñòâà Xk

ñîñòàâëÿþò óïîðÿäî÷åííóþ ïî âêëþ÷åíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîä-
ìíîæåñòâ ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, ñëåäîâàòåëüíî îíè
ñòàáèëèçèðóþòñÿ, òî åñòü ïðè k ≥ k0 èìååì: Xk = Xk0. Ìíîæåñòâî
Ak \ Ak−1 ñîñòîèò èç ÷èñåë âèäà

x1a1 + x2a2 + · · ·+ xmam,

ó êîòîðûõ
∑
xi = k, xi ≤ ai−1 ïðè i ≥ 2, íå äîïóñêàþùèõ ¾óïðîùå-

íèÿ¿. ÑòàáèëèçàöèÿXk îçíà÷àåò, ÷òî ïðè k ≥ k0 ìíîæåñòâîAk+1\Ak

ïîëó÷àåòñÿ èç Ak \ Ak−1 ñäâèãîì íà a1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k ≥ k0
÷èñëà |Ak| îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.
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ÔÈÍÀËÜÍÛÉ ÒÓÐ
ÂÑÅÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ ÑÒÓÄÅÍ×ÅÑÊÎÉ ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

ÏÎ ÏÐÈÊËÀÄÍÛÌ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ È ÔÈÇÈÊÅ
(ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ)
22 ìàÿ 2011 ã.

Âàðèàíò À

1. Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
dx

(1 + ex)2
.

Îòâåò:
1

ex + 1
+ ln

ex

ex + 1
+ const.

2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà a ôóíêöèÿ

f(x) = x3 + ax2 + x+ 1

èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì â íåêîòîðîé òî÷êå?

Îòâåò: ïðè a ∈ (−∞,−
√

3) ∪ (
√

3,+∞).

Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ:

f ′(x) = 3x2 + 2ax+ 1.

Èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü è ìå-
íÿåò çíàê ñ − íà +. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðèìèíàíò f ′(x) äîëæåí
áûòü > 0, è íàîáîðîò, åñëè îí áîëüøå íóëÿ, òî îäèí èç äâóõ êîðíåé
óðàâíåíèÿ f ′(x) = 0 ïîäõîäèò. Âûïèøåì äèñêðèìèíàíò:

D = 4a2 − 12 > 0⇒ a2 > 3⇒ |a| >
√

3.

3. Âû÷èñëèòå ∫ π/2

0

(sin2(sinx) + cos2(cosx))dx.

Îòâåò:
π

2
.
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Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ:

sin2(sinx) + cos2(cosx) = sin2(sinx) + 1− sin2(sin(π/2− x)).

Íî, ñäåëàâ çàìåíó t = π/2− x, ïîëó÷àåì∫ π/2

0

sin2(sin(π/2− x))dx =

∫ π/2

0

sin2(sin t)dt.

Ïîýòîìó∫ π/2

0

(sin2(sinx)+cos2(cosx))dx =

∫ π/2

0

(sin2(sinx)+1−sin2(sin(π/2−x))dx =

=

∫ π/2

0

dx =
π

2
.

4. Â êâàäðàòíîé ìàòðèöå ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè çàäàíû âñå
ýëåìåíòû, êðîìå ëåæàùèõ íà äèàãîíàëè. Äîêàçàòü, ÷òî íà ïóñòûõ
ìåñòàõ ìîæíî ðàññòàâèòü íóëè è åäèíèöû òàê, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû îêàçàëñÿ íåíóëåâûì.

Ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èíäóê-
öèè î÷åâèäíà. Ïðîâåä¼ì ïåðåõîä îò k ê k+1. Ïîñòàâèì â ëåâûé âåðõ-
íèé óãîë ìàòðèöû ìàòðèöû ÷èñëî x. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð M ýòîãî ýëåìåí-
òà óäîâëåòâîðÿë ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó÷èì, ÷òî îí ðàâåí x · detM
ïëþñ ñëàãàåìûå, íå çàâèñÿùèå îò x. Òàê êàê detM 6= 0, òî ëèáî ïðè
x = 1, ëèáî ïðè x = 0 îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå ðàâåí íóëþ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû âñåõ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â çàäàííûé
êðóãîâîé ñåãìåíò, ëåæàò íà îäíîé ïàðàáîëå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè ñåãìåíòà Ω ðàâåí R, à ðàññòîÿ-
íèå îò öåíòðà Ω äî õîðäû ` ñåãìåíòà h (çíàê h îòðèöàòåëüíûé åñëè
ñåãìåíò ñòÿãèâàåò äóãó áîëüøå π). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ âñÿêèé
öåíòð îêðóæíîñòè ω, êàñàþùåéñÿ Ω è ` âíóòðè ñåãìåíòà îòñòîèò íà
ðàâíîå ðàññòîÿíèå r îò ` è Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå öåíòðà ω
îò öåíòðà Ω (ïóñòü ýòî 0) ðàâíî R−r, è îíî æå ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò
öåíòðà ω äî ïðÿìîé `′, ïàðàëëåëüíîé ` è íàõîäÿøåéñÿ íà ðàññòîÿíèè
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R+h îò öåíòðà Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî öåíòðà ω åãî ðàññòî-
ÿíèÿ äî 0 è `′ ðàâíû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì
ïàðàáîëû.

Òàêæå ýòà çàäà÷à äîïóñêàåò ïðÿìîé ïîäñ÷¼ò â êîîðäèíàòàõ.
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