
Çàäà÷è ãðóïïû À ñ ðåøåíèÿìè

(1) (6 î÷êîâ) Ïóñòü f : Rn → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, è ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî ε > 0, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)− ε‖x‖2 âûïóêëàÿ íà Rn. Ïóñòü x0 ∈ Rn � òî÷êà ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà f . Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Rn

f(x)− f(x0) ≥ ε‖x− x0‖2.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) = f(x) − ε‖x − x0‖2 âûïóêëàÿ íà Rn.
Äëÿ ôóíêöèè g â ñèëó âûïóêëîñòè

g(x) ≥ g(x0) + (g′(x0), x− x0),

íî g′(x0) = f ′(x0)− k(x−x0)|x=x0 = 0. Îòñþäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà
g(x) ≥ g(x0) äëÿ âñåõ x ∈ Rn, èëè, ÷òî òî æå,

f(x)− ε‖x− x0‖2 ≥ f(x0).

(2) (6 î÷êîâ) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =

{
sin 1

x , x 6= 0
0, x = 0

èìååò ïåðâîîáðàçíóþ.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

G(x) =

{
x2 cos 1

x , x 6= 0
0, x = 0,

å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

G′(x) =

{
sin 1

x + 2x cos 1
x , x 6= 0

0, x = 0.

Ôóíêöèÿ

h(x) =

{
2x cos 1

x , x 6= 0
0, x = 0

íåïðåðûâíà, ñëåäîâàòåëüíî èìååò ïåðâîîáðàçíóþ H(x), è òîãäà G(x)−H(x) áóäåò ïåðâîîá-
ðàçíîé äëÿ f(x).

(3) (4 + 6 = 10 î÷êîâ) Äàíà ìàòðèöà A ðàçìåðà 2010 × 2010, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé � ëèáî
1, ëèáî −1, ïðè÷¼ì â êàæäîé ñòðîêå åäèíèö ÷¼òíîå ÷èñëî.

à) Äîêàæèòå, ÷òî detA äåëèòñÿ íà 22009.
á) Äîêàæèòå, ÷òî detA äåëèòñÿ íà 22010.
Ðåøåíèå.

a) Ïðèáàâèì ïåðâóþ ñòðîêó êî 2-é, 3-é, . . . , 2010-é. Îïðåäåëèòåëü ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ,
à â êàæäîé ñòðîêå, êðîìå ïåðâîé, áóäóò ñòîÿòü òîëüêî ÷¼òíûå ÷èñëà. Âûíåñåì äâîéêó èç
âñåõ ñòðîê êðîìå ïåðâîé, ïîëó÷èì öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó B, òàêóþ ÷òî detA = 22009 detB.

á) Ïåðåä òåì, ÷òî áûëî ñäåëàíî â ïóíêòå (à), äîìíîæèì ñòîëáöû íà ±1 òàê, ÷òîáû â
ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿëè òîëüêî åäèíèöû. Îïðåäåëèòåëü ïðè ýòîì óìíîæèòñÿ íà ±1, ÷òî íåñó-
ùåñòâåííî. Êàæäîå óìíîæåíèå ñòîëáöà íà −1 ìåíÿåò ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà åäèíèö â ñòðîêàõ,
à òàê êàê ýòèõ óìíîæåíèé áûëî ÷¼òíîå ÷èñëî (ðàâíîå êîëè÷åñòâó −1 â ïåðâîé ñòðîêå), òî â
êàæäîé ñòðîêå ïîñëå ýòîãî îñòàíåòñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî åäèíèö (è ìèíóñ åäèíèö).

Ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ êî âñåì ñòðîêàì ïåðâîé è âûíîñà 22009 èç îïðåäåëèòåëÿ, îñòàâøàÿñÿ
ìàòðèöà B áóäåò èìåòü ïåðâóþ ñòðîêó èç îäíèõ åäèíèö, à îñòàëüíûå ñòðîêè èç íóëåé è
åäèíèö, ïðè÷¼ì êîëè÷åñòâî åäèíèö â êàæäîé ñòðîêå (âêëþ÷àÿ ïåðâóþ) áóäåò ÷¼òíûì. Ðàñ-
ñìîòðèì òåïåðü B êàê ìàòðèöó èç ÷èñåë ïî ìîäóëþ 2, òîãäà âñå å¼ ñòðîêè óäîâëåòâîðÿþò
ëèíåéíîìó ñîîòíîøåíèþ

∑
j bij = 0, òî åñòü ðàíã ìàòðèöû íå áîëåå 2009, à äåòåðìèíàíò

ðàâåí íóëþ. Âîçâðàùàÿñü ê öåëûì ÷èñëàì îò îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ äâà, ïîëó÷àåì ÷òî detB
äåëèòñÿ íà 2, à detA äåëèòñÿ íà 22010.

(4) (10 î÷êîâ) Ïóñòü V = Rn, òî÷êè

p1, . . . , pk, q1, . . . , qk ∈ V

òàêîâû, ÷òî ‖pi − pj‖ > ‖qi − qj‖ ïðè âñåõ i 6= j. Äîêàæèòå, ÷òî â 2n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíî ïàðàìåòðèçîâàííûå êðèâûå fi : [0, 1] → V × V , ÷òî fi(0) =
(pi, 0), fi(1) = (qi, 0), è ôóíêöèè gij(t) = ‖fi(t)− fj(t)‖ ñòðîãî óáûâàþò ïðè âñåõ i 6= j.
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Ðåøåíèå. Çàäàäèì êðèâûå ÿâíî

fi(t) =

(
pi + qi

2
+ cos(πt)

pi − qi
2

, sin(πt)
pi − qi

2

)
,

è ïîêàæåì, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì óñëîâèÿì. Î÷åâèäíî, ÷òî fi(0) = pi, fi(1) = qi.
Äàëåå,

4‖fi(t)− fj(t)‖2 =

= ‖(pi + qi) + cos(πt)(pi − qi)− (pj + qj)− cos(πt)(pj − qj)‖2 +

+ ‖sin(πt)(pi − qi)− sin(πt)(pj − qj)‖2 =

= ‖((pi − pj) + (qi − qj)) + cos(πt)((pi − pj)− (qi − qj))‖2 +

+ ‖sin(πt)((pi − pj)− (qi − qj))‖2 =

=
∥∥((pi − pj) + (qi − qj))‖2 + cos 2(πt)‖((pi − pj)− (qi − qj))

∥∥2 +

+ 2 cos(πt) 〈(pi − pj) + (qi − qj), (pi − pj)− (qi − qj)〉+

+ sin 2(πt) ‖((pi − pj)− (qi − qj))‖2 =

=
∥∥((pi − pj) + (qi − qj))‖2 + ‖((pi − pj)− (qi − qj))

∥∥2 +

+ 2 cos(πt)
(
‖pi − pj‖2 − ‖qi − qj‖2

)
,

÷òî óáûâàåò, èáî ‖pi − pj‖ > ‖qi − qj‖.
(5) (10 î÷êîâ) Òî÷êà x èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà åäèíè÷íîé ñôåðå èç Rn. Òî÷êà y,
‖y‖ = 1, çàôèêñèðîâàíà. Ïóñòü ln � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y. Íàéòè lim

n→∞
ln.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Sn−1 = {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1}, σn−1 = µn−1S
n−1, ãäå µn−1G � ïëîùàäü

ìíîæåñòâà G ⊂ Sn−1 ((n − 1)-ìåðíàÿ ìåðà Æîðäàíà). Áóäåì ñ÷èòàòü y = e1 = (1, 0, . . . , 0).
Òîãäà

ln = M‖e1 − x‖ =
1

σn−1

∫
Sn−1

‖e1 − x‖ dµn−1 =

=
√

2
1

σn−1

∫
Sn−1

√
1− (e1, x) dµn−1.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

(1)
1

σn−1

∫
Sn−1

√
1− (e1, x) dµn−1 ≤

≤ 1

σn−1

√√√√ ∫
Sn−1

(1− (e1, x)) dµn−1

√√√√ ∫
Sn−1

dµn−1 = 1.

Îïðåäåëèì äëÿ âñÿêîãî ε ∈ (0, 1) ìíîæåñòâî Sn−1ε = {x ∈ Sn−1 | |(e1, x)| > ε}. Â ñèëó
íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ïîëó÷àåì

µn−1S
n−1
ε ≤ 1

ε

∫
Sn−1

|(e1, x)| dµn−1 ≤

≤ 1

ε

√√√√ ∫
Sn−1

(e1, x)2 dµn−1

√√√√ ∫
Sn−1

dµn−1 =

=
1

ε

√√√√ ∫
Sn−1

1

n
‖x‖2 dµn−1

√√√√ ∫
Sn−1

dµn−1 =
σn−1
ε
√
n
.

Èòàê,

µn−1S
n−1
ε

σn−1
≤ 1

ε
√
n
.
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Îòñþäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî nε =
[

1
ε4

]
+ 1 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

n > nε èìååì îöåíêó

1

σn−1

∫
Sn−1

√
1− (e1, x) dµn−1 ≥

≥ 1

σn−1

∫
Sn−1\Sn−1

ε

√
1− ε dµn−1 =

=
σn−1 − µn−1Sn−1ε

σn−1

√
1− ε ≥

≥
√

1− ε
(

1− 1

ε
√
n

)
≥
√

1− ε (1− ε) = (1− ε)3/2.

Âìåñòå ñ ôîðìóëîé 1 ýòî çíà÷èò, ÷òî

lim
n→∞

1

σn−1

∫
Sn−1

√
1− (e1, x) dµn−1 = 1,

à ñëåäîâàòåëüíî lim
n→∞

ln =
√

2.

Çàäà÷è ãðóïïû Á ñ ðåøåíèÿìè

(1) (2 î÷êà) Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→+∞

x
(π

2
− arctg x

)
.

Îòâåò: 1.
(2) (2 î÷êà) Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : R3 → R3 çàäàí ïî ôîðìóëå

A(x̄) = [c̄, x̄],

ãäå c̄ � ïîñòîÿííûé âåêòîð, [·, ·] � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A.
Îòâåò: 0, i|c̄|,−i|c̄|.

(3) (2 î÷êà) Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ∈ R íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë

+∞∫
0

x− sinx

xα
dx .

Îòâåò: ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè x ∈ (3, 4).
(4) (2 î÷êà) Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

y′′ = ey, y(0) = 0, y′(0) = −
√

2.

Îòâåò: y = 2 ln

(
1− x√

2

)
.

(5) (2 î÷êà) Íàéòè èíòåãðàë ∮
|z|=2

zdz

cos 1
z

.

Îòâåò: πi.
(6) (6 î÷êîâ) Ïóñòü f : Rn → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, è ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëî ε > 0, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)− ε‖x‖2 âûïóêëàÿ íà Rn. Ïóñòü x0 ∈ Rn � òî÷êà ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà f . Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Rn

f(x)− f(x0) ≥ ε‖x− x0‖2.
Ðåøåíèå. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è À.1.


