
1. Òåîðåìû Êàðàòåîäîðè, Õåëëè è èõ àíàëîãè

1.1 (Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè). Íàçîâ¼ì âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâàX ⊆ Rn ìèíèìàëüíîå
âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå X, îáîçíà÷èì convX. Äîêàæèòå, ÷òî

convX =
⋃

Y⊆X |Y |≤n+1

conv Y.

1.2 (Òåîðåìà Ôåíõåëÿ). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïðåäûäóùåé òåîðåìå X ñâÿçíî, òî

convX =
⋃

Y⊆X |Y |≤n

conv Y.

1.3 (Öâåòíàÿ òåîðåìà Êàðàòåîäîðè�Áàðàíÿ). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X0, . . . , Xn � ìíîæåñòâà
â Rn, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò 0 â ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êå, òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà
ïðåäñòàâèòåëåé x0 ∈ X0, x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, äëÿ êîòîðîé

0 ∈ conv{x0, x1, . . . , xn}.
1.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X1, . . . , Xn � ñâÿçíûå ìíîæåñòâà â Rn, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåð-
æèò 0 â ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êå, òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé x1 ∈ X1, . . . , xn ∈
Xn, äëÿ êîòîðîé

0 ∈ conv{x1, x1, . . . , xn}.
1.5 (Òåîðåìà Ðàäîíà). Äîêàæåòå, ÷òî ìíîæåñòâî X èç n+ 2 òî÷åê â Rn ìîæíî ðàçáèòü íà
äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà X = Y t Z òàê, ÷òî

conv Y ∩ convZ 6= ∅.
1.6 (Òåîðåìà Õåëëè). Ïóñòü êîíå÷íîå ñåìåéñòâî F âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â Rn îáëàäàåò
ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáûå n+1 èëè ìåíåå ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà èìåþò îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå,
÷òî âñå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà F èìåþò îáùóþ òî÷êó (

⋂
F 6= ∅.). Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå,

åñëè ñåìåéñòâî áåñêîíå÷íî?

1.7. ÏóñòüX � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáîå åãî ïîäìíîæåñòâî
èç n + 1 èëè ìåíåå òî÷åê ìîæíî íàêðûòü åäèíè÷íûì øàðîì, òî âñ¼ X ìîæíî íàêðûòü
åäèíè÷íûì øàðîì.

1.8 (Òåîðåìà Þíãà). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî X ⊂ Rn äèàìåòðà
√

2 + 2/n ìîæíî íà-
êðûòü åäèíè÷íûì øàðîì.

1.9. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáîå åãî ïîäìíîæå-
ñòâî èç n+ 1 èëè ìåíåå òî÷åê ìîæíî íàêðûòü åäèíè÷íûì øàðîì, íå ñîäåðæàùèì íà÷àëî
êîîðäèíàò, òî âñ¼ X ìîæíî íàêðûòü åäèíè÷íûì øàðîì, íå ñîäåðæàùèì íà÷àëî êîîðäèíàò.

1.10 (Öâåòíàÿ òåîðåìà Õåëëè). Ïóñòü n + 1 íåïóñòîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ìíî-
æåñòâ F0, . . . ,Fn îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì: êàæäàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé

C0 ∈ F0, . . . , Cn ∈ Fn
èìååò îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðîå Fi èìååò îáùóþ òî÷êó.

1.11 (Òåîðåìà Òâåðáåðãà). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî X ⊂ Rn èç (n + 1)(r − 1) + 1 òî÷êè
ìîæíî ðàçáèòü íà r ÷àñòåé X = X1 t · · · tXr òàê, ÷òî

convX1 ∩ · · · ∩ convXr 6= ∅.
1.12 (Òåîðåìà î öåíòðàëüíîé òî÷êå). Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà Rn. Äîêà-
æèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òî÷êà c ∈ Rn ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà
H 3 c

µ(H) ≥ 1

n+ 1
µ(Rn).
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1.13 (Òåîðåìà Êíàñòåðà�Êóðàòîâñêîãî�Ìàçóðêåâè÷à). ∗ Ïóñòü n-ìåðíûé ñèìïëåêñ S ñ ãè-
ïåðãðàíÿìè F0, . . . , Fn ïîêðûò çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè X0, . . . , Xn òàê, ÷òî Xi ∩ Fi = ∅
äëÿ âñåõ i. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà X0, . . . , Xn èìåþò îáùóþ òî÷êó.

1.14 (Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðåìà Õåëëè, îäèí èç âàðèàíòîâ). ∗ Ïóñòü êîíå÷íîå ñåìåéñòâî
F ìíîæåñòâ â Rn îáëàäàåò ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáûå n + 1 èëè ìåíåå ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà
èìåþò îáùóþ òî÷êó, à òàêæå ïóñòü

⋂
G äëÿ ëþáîãî ïîäñåìåéñòâà G ⊆ F ëèáî ïóñòî, ëèáî

ñòÿãèâàåìî. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà F èìåþò îáùóþ òî÷êó (
⋂
F 6= ∅.).

2. Íåðàâåíñòâà äëÿ îáú¼ìîâ è èíòåãðàëîâ

2.1. Ïóñòü X, Y ⊆ R1 � êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà. Äîêàæèòå äëÿ ìíîæåñòâà

X + Y = {x+ y : x ∈ X, y ∈ Y }

íåðàâåíñòâî

|X + Y | ≥ |X|+ |Y | − 1.

2.2 (Íåðàâåíñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî íà ïðÿìîé). Ïóñòü X, Y ⊆ R1 � èçìåðèìûå ïîä-
ìíîæåñòâà, ìåðó Ëåáåãà áóäåì îáîçíà÷àòü vol. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

vol(X + Y ) ≥ vol(X) + vol(Y ).

2.3 (Ôóíêöèîíàëüíîå íåðàâåíñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî íà ïðÿìîé). Ïóñòü f, g, h : R →
R+ � èçìåðèìûå ôóíêöèè, à t ∈ (0, 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Rn âûïîëíÿ-
åòñÿ

h((1− t)x+ ty) ≥ f(x)1−tg(x)t.

Äîêàæèòå, ÷òî ∫ +∞

−∞
h(x) dx ≥

(∫ +∞

−∞
f(x) dx

)1−t

·
(∫ +∞

−∞
g(x) dx

)t
.

2.4 (Ôóíêöèîíàëüíîå íåðàâåíñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî). Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäûäóùåå íåðà-
âåíñòâî âåðíî è äëÿ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ è èõ èíòåãðàëîâ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, èñ-
ïîëüçóéòå èíäóêöèþ ïî n.

2.5 (Íåðàâåíñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äâóõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ
X, Y ⊆ Rn è t ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ

vol((1− t)X + tY ) ≥ vol(X)1−t · vol(Y )t.

Èñïîëüçóÿ ãîìîòåòèþ è âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà t, äîêàæèòå òàêæå

vol(X + Y )1/n ≥ vol(X)1/n + vol(Y )1/n.

2.6. Îáîçíà÷èì t-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà X ÷åðåç Ut(X). Îïðåäåëèì íèæíþþ ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè ïî Ìèíêîâñêîìó

vol+n−1X = lim inf
t→+0

volUt(X)− volX

t
.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà X ñ ãðàíèöåé êëàññà C2 ýòî ïðîñòî ðèìàíîâà (n−1)-ìåðíàÿ
ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè.

2.7 (Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ ïëîùàäè ïî Ìèíêîâñêîìó). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì volX ìèíèìàëüíîå vol+n−1X äîñòèãàåòñÿ äëÿ øàðà. Âûïèøåòå ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ îöåíêó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ÷åðåç îáú¼ì.
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2.8 (Íåðàâåíñòâî Ïðåêîïû�Ëÿéíäëåðà). Ïóñòü ïëîòíîñòü f : Rn → (0,+∞) k-ñèëüíî ëî-
ãàðèôìè÷åñêè âîãíóòà ïðè íåêîòîðîì k ≥ 0, òî åñòü

d2(log f) ≤ −2k(dx21 + · · ·+ dx2n)

â ñìûñëå îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé èëè, ýêâèâàëåíòíî,

f((1− t)x+ ty) ≥ f(x)1−tf(y)tekt(1−t)

äëÿ x, y ∈ Rn è ëþáîãî t ∈ [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ ïëîòíîñòè

g(x1, . . . , xn−1) =

∫ +∞

−∞
f(x1, . . . , xn−1, xn) dxn

òîæå k-ñèëüíî ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòà. Äîêàæèòå òî æå ïî èíäóêöèè äëÿ ïðîåêöèè íà
ïîäïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

2.9. Íàçîâ¼ì áîðåëåâñêóþ ìåðó µ íà Rn ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé, åñëè

µ((1− t)X + tY ) ≥ µ(X)1−t · µ(Y )t

äëÿ ëþáûõ âûïóêëûõ òåë X è Y . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìåðû ñ ïëîòíîñòüþ ýòî ýêâèâàëåíòíî
ëîãàðèôìè÷åñêîé âîãíóòîñòè ïëîòíîñòè (ïðè k = 0 â ïðåäûäóùåé çàäà÷å).

2.10 (Íåðàâåíñòâî Øèäàêà). Ïóñòü γ � ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ãàóññî-
âà ìåðà â Rn, K öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå òåëî, B � åäèíè÷íûé øàð, à L �
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn. Äîêàæèòå, ÷òî

γ(K ∩ (L+ tB)) ≥ γ(K) · γ(L+ tB)

äëÿ ëþáîãî t > 0. Èñïîëüçóéòå ñèëüíóþ ëîãàðèôìè÷åñêóþ âîãíóòîñòü ïðîåêöèè γ|K íà
L⊥.

2.11 (Íåðàâåíñòâî Øèäàêà). Ïóñòü γ � ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ãàóññîâà
ìåðà â Rn, B � åäèíè÷íûé øàð, L1, . . . , Lm � ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â Rn, à t1, . . . , tm
� ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, ÷òî

γ

(
m⋂
i=1

(Li + tiB)

)
≥

m∏
i=1

γ(Li + tiB).

2.12 (Íåñèììåòðè÷íîå íåðàâåíñòâî Øèäàêà). Ïóñòü γ � ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ âåðî-
ÿòíîñòíàÿ ãàóññîâà ìåðà â Rn, K � íå îáÿçàòåëüíî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå
òåëî, B � åäèíè÷íûé øàð, à L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ
òàêîé âåêòîð v ∈ Rn, ÷òî

γ(K ∩ (L+ tB + v)) ≥ γ(K) · γ(L+ tB)

äëÿ ëþáîãî t > 0. Èñïîëüçóéòå ñèëüíóþ ëîãàðèôìè÷åñêóþ âîãíóòîñòü ïðîåêöèè γ|K íà
L⊥ è íàéäèòå ìàêñèìóì å¼ ïëîòíîñòè.

2.13. ∗ Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íóþ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòóþ ìåðó µ íà Rn ìîæíî ñêîëü
óãîäíî áëèçêî ïðèáëèçèòü ïðîåêöèÿìè ðàâíîìåðíûõ ìåð íà âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ.

2.14. Ïóñòü K è L � öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûå âûïóêëûå òåëà. Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìóì
îáú¼ìà volK ∩ (L+ t) ïî ñäâèãàì t ∈ Rn äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 0.

2.15 (Íåðàâåíñòâî Ðîäæåðñà�Øåïàðäà). Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî äëÿ âûïóêëîãî òåëà K ⊂
Rn

vol(K −K) ≤
(

2n

n

)
volK.
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2.16. ∗ Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå âûïóêëîå òåëî K ⊂ Rn ìîæíî ñäâèíóòü òàê, ÷òîáû âûïîë-
íÿëîñü

vol(K ∩ (−K)) ≥ 2−n volK.
∗∗ Ïîñòàðàéòåñü óëó÷øèòü ýòó îöåíêó.

2.17 (Òåîðåìà Ãðþíáàóìà�Õàììåðà). Äîêàæèòå, ÷òî â âûïóêëîì òåëåK åñòü òî÷êàm ∈ K
ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ m, ñîäåðæèò íå ìåíåå 1/e
îò îáú¼ìà K.

2.18 (Òåîðåìà î öåíòðàëüíîé òî÷êå äëÿ ëîãàðèôè÷åñêè âîãíóòûõ ìåð). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòîé ìåðû µ íà Rn íàéä¼òñÿ òî÷êà m ∈ Rn ñî ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé ãèïåðïëîñêîñòè H 3 m

µ(H) ≥ 1

e
µ(Rn).

2.19. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âûïóêëûõ òåë K è L âûðàæåíèå

vol(K + tL)

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò t ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ
ìîíîòîííûìè ïî âêëþ÷åíèþ ôóíêöèÿìè îò K è L.

2.20 (Êîíöåíòðàöèÿ ãàóññîâîé ìåðû). ∗ Ïóñòü µ � ãàóññîâà ìåðà íà Rn, òî åñòü ìåðà ñ ïëîò-
íîñòüþ âèäà Ae−α|x|

2
. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U è ïîëóïðîñòðàíñòâî

H ñ ðàâíûìè ìåðàìè µ(H) = µ(U). Òîãäà äëÿ èõ ε-îêðåñòíîñòåé ìû ïîëó÷èì:

µ(Uε) ≥ µ(Hε).

2.21 (Êîíöåíòðàöèÿ íà ñôåðå). ∗∗ Äëÿ ìåðû σ íà ñôåðå Sn, ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî
âðàùåíèé, ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî U è ïîëóïðîñòðàíñòâî H ⊂ Rn+1, òàêèå ÷òî
σ(H ∩ Sn) = σ(U). Òîãäà äëÿ èõ ε-îêðåñòíîñòåé (â ãåîäåçè÷åñêîé ìåòðèêå íà ñôåðå Sn)
âåðíî

σ(Uε) ≥ σ((H ∩ Sn)ε).

3. Ìíîãîãðàííèêè è âûïóêëûå òåëà

3.1. Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå êîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ â Rn

ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì, òî åñòü âûïóêëîé îáîëî÷êîé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê.

3.2. Ðàçáèåíèå Rn íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ãðàôèêà âûïóê-
ëîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè f : Rn → R (òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì íà ìàêñèìàëüíûå
ó÷àñòêè ëèíåéíîñòè ýòîé ôóíêöèè). Ïðèâåäèòå ïðèìåðû íå ðåãóëÿðíûõ ðàçáèåíèé R2 íà
âûïóêëûå ÷àñòè.

3.3 (Òåîðåìà Ýäåëüñáðóííåðà). Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå Rn óïîðÿäî-
÷åíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ n ∈ Sn−1. À èìåííî, ÷àñòè ðàçáèåíèÿ ìîæíî óïî-
ðÿäî÷èòü òàê, ÷òî ïðè äâèæåíèè â íàïðàâëåíèè n èç ëþáîé òî÷êè îíè áóäóò âñòðå÷àòüñÿ
â äàííîì ïîðÿäêå.

3.4. ∗ Ðåãóëÿðíûì ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà X ⊂ Rn íàçîâ¼ì îãðàíè÷åíèå ðåãóëÿðíîãî ðàç-
áèåíèÿ Rn íà X. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Bn = P1 ∪ P2 ∪ · · · ∪ PN � ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå
åäèíè÷íîãî øàðà íåêîòîðîé íîðìû â Rn, òî â ÷àñòü Pi ìîæíî âïèñàòü øàð (òîé æå íîð-
ìû) ðàäèóñà ri òàê, ÷òî

r1 + r2 + · · ·+ rN ≥ 1.

3.5. ∗ Äîêàæèòå, ÷òî â ðàçìåðíîñòè 2 â çàäà÷å 3.4 óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ðàçáèåíèÿ íå
íóæíî.
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3.6 (Òåîðåìà Êàäåöà, ñì. òàêæå 6.4). ∗∗ Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ðàçìåðíîñòè äëÿ åâêëèäîâà
øàðà â çàäà÷å 3.4 óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ðàçáèåíèÿ íå íóæíî, à òàêæå ðàçáèåíèå ìîæíî
çàìåíèòü íà ïîêðûòèå âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè.

3.7 (Íåðåø¼ííàÿ çàäà÷à � ãèïîòåçà Ê. Áåçäåêà). ∗∗∗ Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ðàçìåðíîñòè
äëÿ ëþáîé íîðìû â çàäà÷å 3.4 óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ðàçáèåíèÿ íå íóæíî.

3.8 (Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî � ôîðìóëà). Ïóñòü ó ìíîãîãðàííèêà P ⊂ Rn ïîëíîé ðàçìåð-
íîñòè ãèïåðãðàíè F1, . . . , FN èìåþò íîðìàëè ν1, . . . , νN è ïëîùàäè A1, . . . , AN , äîêàæèòå,
÷òî

ν1A1 + · · ·+ νNAN = 0.

3.9 (Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî � ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü). ∗∗ Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî íàáîðà ïëîùàäåé è íîðìàëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

ν1A1 + · · ·+ νNAN = 0,

è äîïîëíèòåëüíî óñëîâèþ ïîðîæäåíèÿ âñåãî Rn íîðìàëÿìè, ñóùåñòâóåò ìíîãîãðàííèê
ñ òàêèìè ïëîùàäÿìè è íîðìàëÿìè ãðàíåé. Äîêàæèòå, ÷òî îí îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ.

3.10. Ïóñòü Rn ðàçáèòî íà ñäâèãè îäíîãî è òîãî æå ìíîãîãðàííèêà P . Äîêàæèòå, ÷òî P
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí.

3.11. Äàíî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå òåëî K ⊂ Rn è äàíî ÷èñëî ε ∈ (0, 1).
Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ìíîãîãðàííèê L ñ íå áîëåå ÷åì 3nε1−n âåðøèíàìè, òàêîé ÷òî
(1− ε)K ⊆ L ⊆ K.

3.12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K ⊂ Rn â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ øàðîì, òî îöåíêà íà
êîëè÷åñòâî âåðøèí óëó÷øàåòñÿ äî cnε

(1−n)/2 ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé cn, çàâèñÿùåé òîëüêî
îò ðàçìåðíîñòè.

3.13 (Òåîðåìà Äæîíà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ⊂ Rn � âûïóêëîå òåëî, òàêîå ÷òî åäèíè÷íûé
øàð B ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì ìàêñèìàëüíîãî îáú¼ìà âK. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ âåêòîðà
v1, . . . , vm ∈ ∂K ∩ ∂B è ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû c1, . . . , cm > 0, òàêèå ÷òî∑

i

civi = 0, è
∑
i

civi ⊗ vi = I,

ãäå I � ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â Rn.

3.14 (Òîæå òåîðåìà Äæîíà). Äîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è K ⊆ nB, à
åñëè K öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî, òî K ⊆

√
nB.

3.15 (Ëåììà Äâîðåöêîãî�Ðîäæåðñà). ∗ Äîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷ ìîæ-
íî ïåðåíóìåðîâàòü n èç âåêòîðîâ vi òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü

dist (vi, aff{v1, . . . , vi−1}) ≥
√
n− i+ 1

n

äëÿ i = 2, . . . , n.

3.16. ∗∗ Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñÿêèõ äâóõ âûïóêëûõ
òåë K,L ⊂ Rn íàéä¼òñÿ àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå T : Rn → Rn, òàêîå ÷òî

TK ⊆ L è volL ≤ Cnnn volTK.

Íà÷íèòå ñî ñëó÷àÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ K è L. ∗∗∗ Ïîñòàðàéòåñü óìåíüøèòü âûðà-
æåíèå nn â ïðàâîé ÷àñòè.
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3.17 (Íåðåø¼ííàÿ çàäà÷à � ãèïîòåçà Âîðîíîãî). ∗∗∗ Ïóñòü Rn ðàçáèòî íà ñäâèãè îäíîãî è
òîãî æå ìíîãîãðàííèêà P . Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ðàçáèåíèå ðåãóëÿðíî.

3.18 (Òåîðåìà Áàðàíÿ�Ëîâàñà). ∗∗ Ìíîãîãðàííèê â Rn ïîëíîé ðàçìåðíîñòè íàçûâàåòñÿ
ïðîñòûì, åñëè â êàæäîé åãî âåðøèíå ñõîäÿòñÿ n ð¼áåð. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê â Rn èìååò íå ìåíåå 2n âåðøèí.

3.19 (Òåîðåìà Ñòýíëè). ∗∗ Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé ïðîñòîé ìíîãîãðàí-
íèê â Rn èìååò íå ìåíåå 3n ãðàíåé âñåõ ðàçìåðíîñòåé (ñàì ìíîãîãðàííèê ñ÷èòàåòñÿ çà
n-ìåðíóþ ãðàíü).

4. Îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ øàðîâ

4.1 (Òåîðåìà Ýäåëüñáðóííåðà). ∗ Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå øàðîâ Bci(Ri). Äëÿ êàæäîãî
øàðà âûïèøåì ôóíêöèþ

fi(x) = R2
i − |x− ci|2,

è îïðåäåëèì ÷àñòü

Pi = {x ∈
⋃
i

Bci(Ri) : ∀j fi(x) ≥ fj(x)}.

Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé ìîæåò áûòü óïðîùåíà äî

vol
⋃
i

Bci(Ri) =
n+1∑
k=1

(−1)k−1
∑

Pi1
∩···∩Pik

6=∅

vol
(
Bci1

(Ri1) ∩ · · · ∩Bcik
(Rik)

)
.

4.2 (Òåîðåìà ×èêîøà). ∗ Äîêàæèòå, ÷òî åñëè åâêëèäîâû øàðû â Rn äâèæóòñÿ òàê, ÷òî
èõ ðàäèóñû íå ìåíÿþòñÿ, à ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè íå óâåëè÷èâàþòñÿ, òî
îáú¼ì èõ îáúåäèíåíèÿ íå óâåëè÷èâàåòñÿ, à îáú¼ì èõ ïåðåñå÷åíèÿ íå óìåíüøàåòñÿ. Ðàñ-
ñìîòðèòå ÷àñòè Pi èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è è èõ àíàëîãè äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ.

4.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ n+ 1 òî÷êè c0, c1, . . . , cn ∈ Rn è åù¼ n+ 1 òî÷êè c′0, c
′
1, . . . , c

′
n ∈ Rn

ïðè óñëîâèè

∀i, j |c′i − c′j| ≤ |ci − cj|
ìîæíî íàéòè íåïðåðûâíîå äâèæåíèå c0(t), c1(t), . . . , cn(t) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ
ëþáîãî i, ci(0) = ci, ci(1) = c′i; äëÿ ëþáûõ i, j ðàññòîÿíèÿ |ci(t)− cj(t)| íå âîçðàñòàþò ïî t.

4.4. Ïóñòü ó íàñ åñòü N òî÷åê c1, c2, . . . , cN ∈ Rn è åù¼ N òî÷åê c′1, c
′
2, . . . , c

′
N ∈ Rn ñ

óñëîâèåì

∀i, j |c′i − c′j| ≤ |ci − cj|.
Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàññìîòðåòü Rn êàê ïîäïðîñòðàíñòâî R2n è íàéòè íåïðåðûâíîå
äâèæåíèå c0(t), c1(t), . . . , cn(t) ∈ R2n ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ ëþáîãî i, ci(0) = ci,
ci(1) = c′i; äëÿ ëþáûõ i, j ðàññòîÿíèÿ |ci(t)− cj(t)| íå âîçðàñòàþò ïî t.

4.5 (Òåîðåìà Êèðøáðàóíà). Ïóñòü ó íàñ åñòü N òî÷åê c1, c2, . . . , cN ∈ Rn è åù¼ N òî÷åê
c′1, c

′
2, . . . , c

′
N ∈ Rn ñ óñëîâèåì

∀i, j |c′i − c′j| ≤ |ci − cj|,
è åñòü N ðàäèóñîâ R1, R2, . . . , RN . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè øàðû {Bci(Ri)}Ni=1 èìåëè íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå, òî øàðû {Bc′i

(Ri)}Ni=1 òîæå èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

4.6 (Òåîðåìà Êèðøáðàóíà). Ïóñòü X ⊂ Rn è îòîáðàæåíèå f : X → Rn ÿâëÿåòñÿ 1-
ëèïøèöåâûì, òî åñòü |f(x) − f(y)| ≤ |x − y| äëÿ âñåõ x, y ∈ X. Äîêàæèòå, ÷òî f ìîæíî

ïðîäîëæèòü äî 1-ëèïøèöåâîãî îòîáðàæåíèÿ f̃ : Rn → Rn.
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4.7 (Òåîðåìà Áåçäåêà�Êîííåëè). ∗∗∗ Ïóñòü ó íàñ åñòü N òî÷åê c1, c2, . . . , cN ∈ R2 è åù¼ N
òî÷åê c′1, c

′
2, . . . , c

′
N ∈ R2 ñ óñëîâèåì

∀i, j |c′i − c′j| ≤ |ci − cj|,

è åñòü N ðàäèóñîâ R1, R2, . . . , RN . Äîêàæèòå, ÷òî

vol
N⋃
i=1

Bci(Ri) ≥ vol
N⋃
i=1

Bc′i
(Ri).

4.8 (Íåðåø¼ííàÿ çàäà÷à � ãèïîòåçà Êíåçåðà�Ïîóëñåíà). ∗∗∗ Ïóñòü ó íàñ åñòü N òî÷åê
c1, c2, . . . , cN ∈ Rn è åù¼ N òî÷åê c′1, c

′
2, . . . , c

′
N ∈ Rn, n ≥ 3, ñ óñëîâèåì

∀i, j |c′i − c′j| ≤ |ci − cj|,

è åñòü N ðàäèóñîâ R1, R2, . . . , RN . Äîêàæèòå, ÷òî

vol
N⋃
i=1

Bci(Ri) ≥ vol
N⋃
i=1

Bc′i
(Ri).

5. Ïîêðûòèå îäíèì øàðîì

5.1 (Òåîðåìà Ãóäìàíà�Ãóäìàíà). Ïóñòü íàáîð øàðîâ â ïðîèçâîëüíîé íîðìå Rn îáëàäàåò
ñâîéñòâîì íåîòäåëèìîñòè: íåò ãèïåðïëîñêîñòåé, íå ïåðåñåêàþùèõ íè îäèí èç äàííûõ
øàðîâ è èìåþùèõ øàðû ñ îáîèõ ñòîðîí îò ñåáÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íåîòäåëèìûé íàáîð øàðîâ
ðàäèóñîâ R1, R2, . . . , RN ìîæíî íàêðûòü îäíèì øàðîì ðàäèóñà R1 +R2 + · · ·+RN .

5.2. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíûé ãðàô â Rn (íàðèñîâàííûé îòðåçêàìè) äëèíû 2 â íåêîòîðîé
íîðìå ìîæíî íàêðûòü øàðîì ðàäèóñà 1 â ýòîé íîðìå.

5.3. Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòóþ ëîìàíóþ â Rn äëèíû 4 â íåêîòîðîé íîðìå ìîæíî íàêðûòü
øàðîì ðàäèóñà 1 â ýòîé íîðìå.

5.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà ãðàíèöå åäèíè÷íîãî åâêëèäîâà øàðàB ⊆ Rn íàõîäèòñÿ ãëàäêàÿ
êðèâàÿ äëèíû ìåíåå 2π, òî å¼ ìîæíî íàêðûòü ìåíüøèì åâêëèäîâûì øàðîì.

6. Ïîêðûòèå ïîëîñêàìè

Ïîëîñêîé â V = Rn íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâàìè (îòíîñèòåëüíî q ïðè
ôèêñèðîâàííîì p) a ≤ 〈p, q〉 ≤ b. Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, øèðèíà ïîëîñêè â íåêîòîðîé
íîðìå ‖ · ‖ ðàâíà b−a

‖p‖∗ (çäåñü äâîéñòâåííàÿ íîðìà).

Íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ åâêëèäîâîé íîðìû:

6.1 (Òåîðåìà Ìîýñå). Äîêàæèòå, â ðàçìåðíîñòè 2 è 3, ÷òî åâêëèäîâ åäèíè÷íûé øàð íåëüçÿ
ïîêðûòü êîíå÷íûì íàáîðîì ïîëîñîê ñ ñóììîé øèðèí ìåíüøå 2.

6.2. Ïóñòü K ⊂ Rn � âûïóêëîå òåëî, äëÿ âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî X ⊂ Rn ïîëîæèì

RK(X) = inf{s ∈ R+ : ∃t ∈ Rn : X ⊆ sK + t}.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äâóõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ X, Y ⊂ Rn

RK(X + Y ) ≤ RK(X) +RK(Y ),

ãäå ñóììà ìíîæåñòâ ïîíèìàåòñÿ ïî Ìèíêîâñêîìó.
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6.3 (Ëåììà î ìíîæåñòâå Áàíãà). ∗∗ Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîëîñêàì P1, . . . , PN ñîïîñòàâëåíû
íîðìàëüíûå ê íèì (â åâêëèäîâîé íîðìå) âåêòîðà v1, . . . , vN , ïðè÷¼ì äëèíà êàæäîãî vi
áîëüøå øèðèíû ñîîòâåòñòâóþùåé Pi, òî ñóììà Ìèíêîâñêîãî îòðåçêîâ

[0, v1] + [0, v2] + · · ·+ [0, vN ]

íå ìîæåò áûòü ïîêðûòà îáúåäèíåíèåì ïîëîñîê P1, . . . , PN .

6.4 (Òåîðåìà Áàíãà). ∗ Äîêàæèòå ÷òî åâêëèäîâ åäèíè÷íûé øàð â ðàçìåðíîñòè n > 3 íåëüçÿ
ïîêðûòü êîíå÷íûì íàáîðîì ïîëîñîê ñ ñóììîé øèðèí ìåíüøå 2.

6.5 (Òåîðåìà Ïîëÿíñêîãî�Öçÿíà). ∗∗ Ïóñòü åâêëèäîâ øàð ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïî-
êðûò öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ïîëîñêàìè ñ øèðèíàìè
w1, . . . , wN . Äîêàæèòå, ÷òî

arcsin
w1

2
+ · · ·+ arcsin

wN
2
≥ π/2.

6.6 (Òåîðåìà Ïîëÿíñêîãî�Öçÿíà). ∗ Ïóñòü íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sn−1 äàíî íåñêîëüêî ñôå-
ðè÷åñêèõ øàïî÷åê (øàðîâ â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè) ðàäèóñîâ r1, . . . , rN â ñìûñëå ãåîäå-
çè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ íà ñôåðå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè r1 + · · · + rN < π/2, òî íåêîòîðàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî ñôåðû, íå çàäåâàåò íè îäíó èç øàïî÷åê.

6.7 (Çàäà÷à Òàðñêîãî�Ìîýñå). Ïóñòü åäèíè÷íûé êâàäðàò íà ïëîñêîñòè ðàçáèò íà ÷àñòè,
êîòîðûå ïîñëå äâèæåíèé òàêæå äàþò ðàçáèåíèå òîíêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà N × 1/N (ýòî
íàçûâàåòñÿ ðàâíîñîñòàâëåííîñòü). ×àñòè íå ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïóêëûìè, èëè äàæå èçìå-
ðèìûìè. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷àñòåé äîëæíî áûòü íå ìåíåå N .

6.8 (Òåîðåìà Áàíãà). ∗ Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òåëî K ⊂ Rn èìååò øèðèíó 1, òî ñóììà øèðèí
êîíå÷íîãî íàáîðà ïîêðûâàþùèõ åãî ïîëîñîê íå ìåíåå 1.

6.9 (Òåîðåìà Ê. Áîëëà). ∗∗∗ Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K � åäèíè÷íûé øàð íîðìû ‖ · ‖ íà ïëîñ-
êîñòè R2, òî äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïîëîñîê {Pi}, ïîêðûâàþùåãî K, ïîëó÷àåòñÿ∑

i

w‖·‖(Pi) ≥ 2.

6.10. Äîêàæèòå ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà K = [−1, 1]2.

6.11 (Íåðåø¼ííàÿ çàäà÷à � ãèïîòåçà Áàíãà). ∗∗∗ Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K � âûïóêëîå òåëî
íà ïëîñêîñòè R2, à íîðìà ‖ · ‖ èìååò åäèíè÷íûé øàð K − K, òî äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî
íàáîðà ïîëîñîê {Pi}, ïîêðûâàþùåãî K, ïîëó÷àåòñÿ∑

i

w‖·‖(Pi) ≥ 1.

6.12 (Òåîðåìà Ô. Ïåòðîâà). ∗∗ Ðåøèòå ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîëîñêè èäóò
òîëüêî â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ.

7. Óïàêîâêè øàðîâ è òðàíñëÿòîâ âûïóêëîãî òåëà

7.1. Äîêàæèòå, ÷òî â Rn íåëüçÿ ðàñïîëîæèòü áîëüøå n+ 1 åäèíè÷íîãî âåêòîðà ñ òóïûìè
óãëàìè ìåæäó ëþáîé ïàðîé âåêòîðîâ.

7.2. Äîêàæèòå, ÷òî â Rn íåëüçÿ ðàñïîëîæèòü áîëüøå 2n åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ñ íåîñòðûìè
óãëàìè ìåæäó ëþáîé ïàðîé âåêòîðîâ.
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7.3. Ïóñòü K ⊂ Rn � öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå òåëî. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn ìîæíî ðàçìåñòèòü íåïåðåêðûâàþùèåñÿ ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû K òàê, ÷òî
ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ áóäåò íå ìåíåå 2−n+1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî øàðà
B0(R) äîëÿ îáú¼ìà øàðà, ïîêðûòîãî ýòèìè ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè K, áóäåò íå ìåíåå
2−n+1 + o(1) ïðè R→ +∞.
7.4. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïëîñêîñòè íåëüçÿ ðàçìåñòèòü ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû îäíîãî è òîãî
æå òðåóãîëüíèêà òàê, ÷òîáû ïëîòíîñòü ïîêðûòèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå âûøå) áûëà áîëüøå
2/3.

7.5. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Rn, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n, íåëüçÿ ðàçìåñòèòü
ïîïàðíî íåïåðåêðûâàþùèåñÿ øàðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ ïëîòíîñòüþ (ñì. îïðåäåëåíèå
âûøå) áîëåå, ÷åì 0.71−n.

7.6. Ïðåäïîëîæèì, óäàëîñü íàéòè ôóíêöèþ f : Rn → R òàêóþ, ÷òî f(x) ≤ 0 ïðè |x| ≥ 2
è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f âåçäå íåîòðèöàòåëüíî. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà íåëüçÿ óïàêîâàòü
îäèíàêîâûå øàðû â Rn ñ ïëîòíîñòüþ áîëåå, ÷åì

πn/2

(n/2)!
· f(0)∫

Rn f(x) dx1 . . . dxn
.

8. Îáú¼ìû è ïîëÿðíîñòü

8.1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, K ⊂ V � âûïóêëîå

òåëî (òî åñòü âûïóêëûé êîìïàêò ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ), ñîäåðæàùåå íà÷àëî êîîðäè-
íàò. Ïóñòü

K◦ = {y ∈ V ∗ : ∀x ∈ K 〈y, x〉 ≤ 1}.
Äîêàæèòå, ÷òî

(K◦)◦ = K.

8.2. Äëÿ íîðìû ‖ · ‖ íà V äâîéñòâåííàÿ íîðìà ‖ · ‖∗ íà V ∗ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
‖p‖∗ = sup

q:‖q‖≤1
〈p, q〉.

Äîêàæèòå, ÷òî åäèíè÷íûå øàðû ýòèõ íîðì, {‖q‖ ≤ 1} è {‖p‖∗ ≤ 1}, ïîëÿðíû äðóã ê äðóãó.

8.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öåíòð òÿæåñòè ñèìïëåêñà S ⊂ Rn íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò,
òî öåíòð òÿæåñòè ïîëÿðíîãî ñèìïëåêñà S◦ òîæå íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.

8.4. Äîêàæèòå ôîðìóëó äëÿ îáú¼ìà åäèíè÷íîãî øàðà åâêëèäîâîé íîðìû â Rn

vn = volBn =
πn/2

(n/2)!
.

×òî òàêîå ôàêòîðèàë ïîëóöåëîãî ÷èñëà?

8.5 (Íåðàâåíñòâî Áëÿøêå�Ñàíòàëî). ∗∗ Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî äëÿ îáú¼ìîâ öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûõ âûïóêëûõ òåë è èõ ïîëÿðíûõ:

volK · volK◦ ≤ v2n.

Íà÷íèòå ñ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ n = 2.

8.6. Êàê ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàòü íåðàâåíñòâî Áëÿøêå�Ñàíòàëî äëÿ òåë, íå ÿâëÿþùèõ-
ñÿ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûìè?

8.7. Ïðîâåðüòå ôîðìóëó

volK · volK◦ =
4n

n!
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà K = [−1, 1]n � ñòàíäàðòíûé êóá â Rn.
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8.8. Ïðèäóìàéòå öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè, îòëè÷íûå îò êóáà
è åãî ïîëÿðíîãî òåëà (êðîññïîëèòîïà), è îòëè÷íûå îò èõ àôôèííûõ îáðàçîâ, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ.

8.9 (Íåðàâåíñòâî Ìàëåðà íà ïëîñêîñòè). ∗∗ Äîêàæèòå äëÿ âñÿêîãî äâóìåðíîãî öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîãî âûïóêëîãî òåëà K íåðàâåíñòâî

volK · volK◦ ≥ 8.

8.10 (Òåîðåìà Áóðãåíà�Ìèëüìàíà). ∗∗ Äîêàæèòå äëÿ êàêîé-íèáóäü ïîëîæèòåëüíîé êîí-
ñòàíòû γ è âñÿêîãî n-ìåðíîãî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî âûïóêëîãî òåëà K íåðàâåíñòâî

volK · volK◦ ≥ γn

n!
.

8.11 (Íåðåø¼ííàÿ çàäà÷à � ãèïîòåçà Ìàëåðà). ∗∗∗ Äîêàæèòå äëÿ âñÿêîãî öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîãî âûïóêëîãî òåëà K ⊂ Rn íåðàâåíñòâî

volK · volK◦ ≥ 4n

n!
.

9. Öåëûå òî÷êè â âûïóêëûõ òåëàõ

9.1 (Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî). Ïóñòü K � öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå òåëî â Rn

îáú¼ìà íå ìåíåå 2n. Äîêàæèòå, ÷òî K ñîäåðæèò òî÷êó ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, îòëè÷íóþ
îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

9.2. ∗∗ Ïóñòü K � âûïóêëîå òåëî íà ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåå íà÷àëî êîîðäèíàò è äëÿ ïîëÿð-
íîãî òåëà ïóñòü volK◦ ≤ 3/2. Äîêàæèòå, ÷òî K ñîäåðæèò òî÷êó ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè,
îòëè÷íóþ îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

9.3. ∗∗∗ (Íåðåø¼ííàÿ çàäà÷à) ÏóñòüK � âûïóêëîå òåëî â Rn, ñîäåðæàùåå íà÷àëî êîîðäèíàò
è äëÿ ïîëÿðíîãî òåëà ïóñòü volK◦ ≤ n+1

n!
. Äîêàæèòå, ÷òî K ñîäåðæèò òî÷êó ñ öåëûìè

êîîðäèíàòàìè, îòëè÷íóþ îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

10. Áèëüÿðäû â âûïóêëûõ òåëàõ

Â ñëåäóþùèõ óïðàæíåíèÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ áèëüÿðäû â âûïóêëîì òåëå, çàäàííûå ñ
ïîìîùüþ åâêëèäîâîé íîðìû. Ïðàâèëî îòðàæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèò, ÷òî åäèíè÷íûé
âåêòîð ñêîðîñòè ìåíÿåòñÿ ïðè óäàðå íà âåêòîð, êðàòíûé íîðìàëè â òî÷êå óäàðà.

10.1. Äîêàæèòå ïðàâèëî îòðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Åñëè ýòî
íàäî äîêàçàòü, òî ÷òî íàäî ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì áèëüÿðäíîé òðàåêòîðèè?

10.2 (Òåîðåìà Áèðêãîôà). Äîêàæèòå, ÷òî â ãëàäêîì âûïóêëîì òåëå K ⊂ R2 íàéä¼òñÿ íå
ìåíåå ϕ(n) ðàçíûõ çàìêíóòûõ áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèé ñ n óäàðåíèÿìè íà ïåðèîä. Çäåñü
ϕ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

10.3 (Òåîðåìà Ëþñòåðíèêà�Øíèðåëüìàíà). ∗∗ Äîêàæèòå, ÷òî â ãëàäêîì âûïóêëîì òåëå
K ⊂ Rn íàéä¼òñÿ íå ìåíåå n ðàçíûõ çàìêíóòûõ áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèé ñ äâóìÿ óäàðå-
íèÿìè íà ïåðèîä. Òàêèå òðàåêòîðèè íàçûâàþòñÿ äâîéíûìè íîðìàëÿìè òåëà K.

Øèðèíîé òåëà K íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì âûðàæåíèÿ

max
q∈K
〈p, q〉 −min

q∈K
〈p, q〉

ïî âñåì ëèíåéíûì ôîðìàì p ñ ‖p‖∗ = 1. Ìû ïîêà ïðîäîëæàåì ðàáîòàòü ñ åâêëèäîâîé
íîðìîé (òîãäà îáîçíà÷àåì øèðèíó wB(K)), íî îïðåäåëåíèå ïðèâåäåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ñëó÷àÿ.
Ïóñòü ξB(K) (äëÿ ãëàäêîãî òåëà K ñ åâêëèäîâîé íîðìîé) � ìèíèìàëüíàÿ äëèíà çàìêíó-

òîé áèëüÿðäíîé òðàåêòîðèè â òåëå K.
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10.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãëàäêîãî òåëà K íà ïëîñêîñòè

ξB(K) ≥
√

3wB(K).

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ïàðó âûïóêëûõ òåë K ⊂ V è T ⊂ V ∗, ñîäåðæàùèõ íà÷à-
ëî êîîðäèíàò, îáîçíà÷àåì ïðè ýòîì n = dimV = dimV ∗. Íà ïðîñòðàíñòâå V ìû áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ íîðìîé ñ äâîéñòâåííûì åäèíè÷íûì øàðîì T è îáîçíà÷àòü å¼ ‖ · ‖T 1, à íà
ïðîñòðàíñòâå V ∗ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íîðìîé ñ äâîéñòâåííûì åäèíè÷íûì øàðîì K.
Åñëè îáà òåëà K è T � ãëàäêèå, òî ìèíèìàëüíóþ äëèíó çàìêíóòîé áèëüÿðäíîé òðàåê-

òîðèè â K (ïðè èçìåðåíèè äëèí íîðìîé ‖ · ‖T ) ìû îáîçíà÷èì ξT (K).

10.5. Â äàííîì ñëó÷àå áèëüÿðäíóþ òðàåêòîðèþ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê êðèòè÷åñêóþ òî÷êó
ôóíêöèîíàëà ‖·‖T -äëèíû ëîìàíîé ñ êîíöàìè íà ãðàíèöå K. Ïîëó÷èòå ïðàâèëî îòðàæåíèÿ
äëÿ òàêèõ áèëüÿðäíûõ òðàåêòîðèé â ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

10.6. Êàê èíâàðèàíòíî îïðåäåëåíà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà V ×V ∗? Íàïèøèòå ôîð-
ìóëó.

10.7 (Òåîðåìà Áåçäåêà�Áåçäåêà). Äîêàæèòå õàðàêòåðèçàöèþ âåëè÷èíû ξT (K):

ξT (K) = min
2≤m≤n+1

min
P∈Pm(K)

`T (P ),

ãäå

Pm(K) = {(q1, . . . , qm) : {q1, . . . , qm} íå ïîìåùàåòñÿ â αK + t ïðè α ∈ (0, 1), t ∈ V }.

10.8. ∗ Äîêàæèòå ñâîéñòâà âåëè÷èíû ξT (K):
(ìîíîòîííîñòü) åñëè K ′ ⊆ K ′′, òî ξT (K ′) ≤ ξT (K ′′);
(ñèììåòðè÷íîñòü) ξT (K) = ξK(T );
(íåðàâåíñòâî òèïà Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî) ξT (K ′ +K ′′) ≥ ξT (K ′) + ξT (K ′′).

10.9 (Òåîðåìà Àðòøòåéí-Àâèäàí�Êàðàñ¼âà�Îñòðîâåðà). Äîêàæèòå äëÿ öåíòðàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íîãî âûïóêëîãî òåëà K ⊂ Rn

ξK◦(K) ≥ 4.

10.10 (Òåîðåìà Àêîïÿíà�Áàëèöêîãî�Êàðàñ¼âà�Øàðèïîâîé). ∗∗ Äîêàæèòå äëÿ íå îáÿçà-
òåëüíî öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîãî âûïóêëîãî òåëà K ⊂ Rn

ξK◦(K) ≥ 2 + 2/n.

10.11 (Òåîðåìà Àêîïÿíà�Êàðàñ¼âà�Ïåòðîâà). ∗ Äîêàæèòå äëÿ íå îáÿçàòåëüíî öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷íîãî âûïóêëîãî òåëà K ⊂ Rn

ξ(K−K)◦(K) ≥ 1 + 1/n,

çäåñü K −K = {q′ − q′′ : q′, q′′ ∈ K} � ðàçíîñòíîå òåëî òåëà K.

10.12. ∗∗∗(Íåðåø¼ííàÿ çàäà÷à) Êàêîå íåóëó÷øàåìîå íåðàâåíñòâî â çàâèñèìîñòè îò n ìîæíî
íàïèñàòü äëÿ ξK◦−K◦(K)?

1Âíèìàíèå, ýòî íå âïîëíå ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå!
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