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Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò

ïîëó÷åíà 22 ñåíòÿáðÿ 2007

Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ââîäèòñÿ íåêîòîðîå àêñèîìàòè÷åñêîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-
Øíèðåëüìàíà è äëÿ íåãî äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà íà êàòåãîðèþ ïðîîáðàçà òî÷êè (èëè å�å îêðåñòíîñòåé)
ïðè îòîáðàæåíèè â êîíå÷íûé ïîëèýäð.

1. Ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ

Äëÿ íà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå, êîòîðîå âûäåëÿåò íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ðàçíûõ âèäîâ ïîíÿòèÿ êà-
òåãîðèè â äóõå Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à k � ôóíêöèÿ, îïðåäåë�åííàÿ íà íåïóñòûõ
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ X, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) åñëè U ⊆ V , òî k(U) ≤ k(V ) (ìîíîòîííîñòü);
2) k(U1 ∪ · · · ∪ Un) ≤ k(U1) + · · ·+ k(Un) (ñóáàääèòèâíîñòü);
3) k(U1 ∪ · · · ∪ Un) ≤ max{k(U1), . . . , k(Un)}, åñëè çàìûêàíèÿ cl U1, . . . , cl Un ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Òàêóþ ôóíêöèþ k áóäåì íàçûâàòü îáîáù�åííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèåé.

ßñíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ êàòåãîðèÿ Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà catX U èç [1] ÿâëÿåòñÿ îáîáù�åííîé îò-
íîñèòåëüíîé êàòåãîðèåé, åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî. Åñòü è äðóãèå ïðèìåðû îáîáù�åííîé îòíî-
ñèòåëüíîé êàòåãîðèè.

Äàëåå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ ïàðàêîìïàêòíûìè àáñîëþòíûìè îêðåñò-
íîñòíûìè ðåòðàêòàìè, ÷òîáû èçáåæàòü âîçìîæíûõ òîíêîñòåé ñ îïðåäåëåíèÿìè êàòåãîðèè. Â òàêîì ñëó÷àå
â îïðåäåëåíèè êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà ìîæíî îòêðûòûå ìíîæåñòâà çàìåíèòü íà çàìêíóòûå.

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Y � ñâîáîäíîå G-ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ìèíèìàëüíîå k, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
G-ýêâèâàðèàíòíîå (ïåðåñòàíîâî÷íîå ñ äåéñòâèåì G) îòîáðàæåíèå Y → G∗· · ·∗G = G∗k (k-êðàòíûé äæîéí
G ñ äèàãîíàëüíûì äåéñòâèåì G ñäâèãàìè), íàçûâàåòñÿ ðîäîì ïðîñòðàíñòâà Y . Îáîçíà÷åíèå k = gG(Y ).

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè Y � ñâîáîäíîå G ïðîñòðàíñòâî, à π : Y → Y/G � åñòåñòâåííàÿ
ïðîåêöèÿ, òî ôóíêöèÿ k(U) = gG(π−1(U)) ÿâëÿåòñÿ îáîáù�åííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèåé íà X = Y/G.

Äàäèì åù�å îäíî îïðåäåëåíèå. Äàëåå äëÿ êîãîìîëîãèé ôèêñèðóåì íåêîòîðîå êîëüöî êîýôôèöèåíòîâ A.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ι : U → X � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà. Òîãäà îòíîñèòåëüíîé êîãîìîëîãè÷åñêîé äëèíîé U íàçîâ�åì

hlX U = max{k : ∃u1, . . . , uk ∈ H∗(X, A), ∀i dim ui > 0, ι∗(u1u2 . . . uk) 6= 0}.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî hlX U + 1 ÿâëÿåòñÿ îáîáù�åííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèåé. Òàêæå èç äîêà-
çûâàåìîãî äàëåå ñâîéñòâà ñóáàääèòèâíîñòè äëèíû ñëåäóåò, ÷òî catX U ≥ hlX U + 1. Íà ñàìîì äåëå äëÿ
ëþáîé îáîáù�åííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèè k, êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå íà ñòÿãèâàåìûõ ïî X ïîäìíîæå-
ñòâàõ, âåðíî ÷òî k(U) ≤ catX U .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y êàòåãîðèÿ ñóæåíèÿ îòîáðàæå-
íèÿ, îïðåäåë�åííàÿ â [2], f |U ÿâëÿåòñÿ îáîáù�åííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèåé. Òàêæå äëÿ âñÿêîãî êëàññà
êîãîìîëîãèé ξ (âîçìîæíî îáîáù�åííûõ) êàòåãîðèÿ ñóæåíèÿ êëàññà (îïðåäåë�åííàÿ òàì æå) ξ|U ÿâëÿåòñÿ
îáîáù�åííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèåé. Äëÿ íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ E → X êàòåãîðèÿ ñå÷åíèé (sectional
category � îáîçíà÷åíèå ðàáîòû [3] secat E|U , îïðåäåë�åííàÿ â [4], òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáù�åííîé îòíîñèòåëü-
íîé êàòåãîðèåé.
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Îáçîð ðàçíûõ îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà ñîäåðæèòñÿ â [3]. Çàìåòèì, ÷òî
ðàçíûå âàðèàíòû ïîíÿòèÿ ñòðîãîé êàòåãîðèè U , â êîòîðûõ, â îòëè÷èå îò îáû÷íîé êàòåãîðèè, òðåáóåòñÿ
ñòÿãèâàåìîñòü êàæäîãî ìíîæåñòâà ïîêðûòèÿ ïî ñåáå, íå îáëàäàåò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè, â ÷àñòíîñòè
íàðóøàåòñÿ ñâîéñòâî 3.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ îáîáù�åííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèåé k. Ïóñòü òàêæå
k(X) > n(d + 1). Ïóñòü åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → K â êîíå÷íûé d-ìåðíûé ïîëèýäð
(ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ êîíå÷íîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà) K. Òîãäà íàéä�åòñÿ c ∈ K òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U 3 c

k(f−1(U)) > n.

Â ýòîé òåîðåìå ìîæíî îïóñòèòü óñëîâèå êîíå÷íîñòè K, åñëè X � êîìïàêòíî.
Åñëè k ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì è ñëîé f−1(c) ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì íåêîòîðîé ñâîåé

îêðåñòíîñòè â X, òî èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî k(f−1(c)) > n. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âûïîëíåíî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé íà âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X è ïðèâåä�åííûõ âûøå ïðèìåðîâ ôóíêöèé k.

Åñëè ôóíêöèÿ k(U) îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè (äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî F ⊆ X äëÿ íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè U ⊃ F âûïîëíÿåòñÿ k(F ) ≥ k(U) ), òî èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî k(f−1(c)) > n. Ýòî
âûïîëíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðîäà G-äåéñòâèÿ è äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ êàòåãîðèè ñå÷åíèé è ò. ï.

×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1 äëÿ íåêîòîðîãî àíàëîãà ðîäà Z2-äåéñòâèÿ äîêàçàí â [5] (Ëåììà 3.1), ãäå èç
íåãî âûâåäåíî ñîäåðæàòåëüíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñëåäñòâèå. Äëÿ äðóãîãî àíàëîãà ðîäà Zp-ïðîñòðàíñòâ ýòîò
ðåçóëüòàò äîêàçàí â [6] (Ëåììà 9.1 è Ñëåäñòâèå 9.1). Ôàêòè÷åñêè, â [6] ñîäåðæèòñÿ è èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 1 äëÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé äëèíû.

Áëèçêèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ðàáîòå [7], ãäå îòîáðàæåíèå äîëæíî áûòü ðàññëîåíèåì è â îöåíêå d + 1
çàìåíåíî íà êàòåãîðèþ îòîáðàæåíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì åãî äëÿ ñðàâíåíèÿ:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F
ι−→ E

p−→ B � ðàññëîåíèå ñî ñâÿçíûìè B è F . Òîãäà cat E ≤ cat ι · cat p.

2. Ñâîéñòâà ðîäà G-äåéñòâèÿ

Íàïîìíèì èçâåñòíûå ñâîéñòâà ðîäà. Ýòî ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî â [8, 9, 4]. Øèðîêèé îáçîð ïî ðàçíûì
ïîíÿòèÿì ðîäà è êîãîìîëîãè÷åñêèì èíäåêñàì G-äåéñòâèÿ ìîæíî íàéòè â [6].
Ëåììà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå X → Y ìåæäó äâóìÿ G-ïðîñòðàíñòâàìè,
òî

gG(X) ≤ gG(Y ).

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç k − 2-ñâÿçíîñòè G∗k è òåîðèè ïðåïÿòñòâèé.
Ëåììà 2. Äëÿ CW -êîìïëåêñà X, ÿâëÿþùåãîñÿ ñâîáîäíûì G-ïðîñòðàíñòâîì, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

gG(X) ≤ dim X + 1.

Ëåììà 3. Äëÿ n− 1-ñâÿçíîãî ñâîáîäíîãî G-ïðîñòðàíñòâà X èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî gG(X) ≥ n + 1.

È ñëåäñòâèå äâóõ ïðåäûäóùèõ ëåìì:

Ëåììà 4. Ïóñòü G äåéñòâóåò íà ñôåðå Sd ñâîáîäíî, òîãäà gG(Sd) = d + 1.
Ïóñòü π : Y → Y/G � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ ïðîñòðàíñòâà ñî ñâîáîäíûì äåéñòâèåì G. Äëÿ âåëè÷èíû

gG(π−1(U)) ñâîéñòâà 1 è 3 îáîáù�åííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèè âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíî.
Ñóáàääèòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî gG(π−1(U)) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êàòåãîðèè ñå÷åíèé (ñì. [4,

3]). Íî ìû äîêàæåì äëÿ ýòîé âåëè÷èíû ñâîéñòâî, êîòîðîå ñèëüíåå, ÷åì ñóáàääèòèâíîñòü.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñâîáîäíîå G-ïðîñòðàíñòâî Y ïîêðûòî îòêðûòûìè èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàí-
ñòâàìè {Yi}l

i=1. Òîãäà íàéä�åòñÿ òî÷êà x ∈ Y òàêàÿ, ÷òî∑
Yi3x

gG(Yi) ≥ gG(Y ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì gG(Yi) = ki, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýòè ÷èñëà êîíå÷íû, òàê êàê â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì ýêâèâàðèàíòíûå îòîáðàæåíèÿ fi : Yi → G∗ki , êîòîðûå
ñóùåñòâóþò ïî îïðåäåëåíèþ ðîäà.

Ðàññìîòðèì òàêæå èíâàðèàíòíîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {ρi}l
i=1, ïîä÷èí�åííîå ïîêðûòèþ {Yi}. Òîãäà îòîá-

ðàæåíèå
f : x 7→ ρ1(x)f1(x)⊕ · · · ⊕ ρl(x)fl(x)

äà�åò ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå Y â äæîéí G∗(k1+···+kl). Ïðè ýòîì, åñëè òåîðåìà íåâåðíà, òî îáðàç ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ ëåæèò â (gG(Y )− 2)-ìåðíîì îñòîâå ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà G∗(k1+···+kl), ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò ìîíîòîííîñòè ðîäà è ëåììå 2.

Êðîìå òîãî, ýòà òåîðåìà äà�åò èçâåñòíóþ èç [8, 4] îöåíêó cat Y/G ≥ gG(Y ), òàê êàê åñëè X = Y/G
ïîêðûòî çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè U1, . . . , Un è ∀i catX Ui = 0, òî ïðîîáðàçû π−1(Ui) áóäóò èìåòü ðîä 1,
è òîãäà ïî òåîðåìå 3 áóäåì èìåòü gG(Y ) ≤ n.

3. Ñâîéñòâà êîãîìîëîãè÷åñêîé äëèíû

Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ äëèíà � îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí�åííûõ ñïîñîáîâ îöåíêè êàòåãîðèè Ëþñòåðíèêà-
Øíèðåëüìàíà. Ñôîðìóëèðóåì íóæíóþ íàì ëåììó èç [10], êîòîðóþ òàêæå ìîæíî íàéòè â [3].
Ëåììà 5. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ïîêðûòî ñåìåéñòâîì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U1, U2, . . . , Um è äàíû
ýëåìåíòû a1, a2, . . . , am ∈ H∗(X, A). Åñëè äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m îáðàç ai â H∗(Ui, A) íóëåâîé, òî
ïðîèçâåäåíèå a1a2 · · · am = 0 â H∗(X, A).

Èç ýòîé ëåììû ñðàçó ñëåäóåò âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 2 îáîáù�åííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèè äëÿ ÷èñëà
hlX U . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íåêîòîðîå ïðîèçâåäåíèå N =

∑n
i=1 hlX Ui + n êëàññîâ ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåð-

íîñòè u1, . . . , uN ∈ H∗(X, A) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà
⋃n

i=1 Ui, òî ýòî ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ðàçáèòü íà n
îòðåçêîâ äëèí hlX Ui+1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ëåììå 5, îäèí èç îòðåçêîâ ïðîèçâåäåíèÿ íå ñìîæåò îáðàòèòüñÿ
â íóëü íà ñîîòâåòñòâóþùåì Ui, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ äëèíû Ui.

Ñâîéñòâà 1 è 3 äëÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé äëèíû î÷åâèäíû.

4. Ëåììà î ïîêðûòèè

Ëåììà 6. Ó âñÿêîãî êîíå÷íîãî d-ìåðíîãî ïîëèýäðà K ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå U ñêîëü óãîäíî
ìàëîé ìåëêîñòè, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñåìåéñòâ

U =
d+1⋃
i=1

Ui,

ãäå êàæäîå ñåìåéñòâî Ui ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ çàìûêàíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî ìåëêîå ðàçáèåíèå K. Äàëåå âîçüì�åì áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàç-
äåëåíèå K ′ ýòîãî êîìïëåêñà � åãî âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ñèìïëåêñàì èñõîäíîãî, çíà÷èò ðàçìåðíîñòè
èñõîäíûõ ñèìïëåêñîâ äàþò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí êîìïëåêñà K ′ â d + 1 öâåò. Çäåñü ïðàâèëüíàÿ
ðàñêðàñêà � ýòî ðàñêðàñêà, ïðè êîòîðîé âåðøèíû ëþáîãî ñèìïëåêñà ðàñêðàøåíû â ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
öâåòà.

Òåïåðü äâîéñòâåííîå ê K ′ êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå K, îáðàçîâàííîå çâ�åçäàìè âåðøèí K ′ â ñëåäóþùåì
áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçäåëåíèè K ′′, äà�åò íàì êàê ðàç ïîêðûòèå K ìåëêèìè çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè,
ðàçáèòûìè íà d + 1 ãðóïïó òàê, ÷òî ìíîæåñòâà èç îäíîé ãðóïïû íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äàëåå îò çàìêíóòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî ïåðåéòè è ê îòêðûòîìó.

5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ïî ëåììå 6 ïîêðîåì K äîñòàòî÷íî ìåëêèì ïîêðûòèåì U = U1∪· · ·∪Ud+1, ðàçáèòûì íà d+1 äèçúþíêòíîå
ïîêðûòèå. Îáîçíà÷èì Vi =

⋃
Ui.

Ïî ñâîéñòâó 2 îáîáù�åííîé îòíîñèòåëüíîé êàòåãîðèè äëÿ íåêîòîðîãî i k(f−1(Vi)) > n. Ïî ñâîéñòâó 3
íàéä�åòñÿ ìåëêîå ìíîæåñòâî V ∈ Ui, äëÿ êîòîðîãî k(f−1(V )) > n.

Ðàññìàòðèâàÿ âñå áîëåå ìåëêèå ðàçáèåíèÿ ìû áóäåì íàõîäèòü âñå áîëåå ìåëêèå ìíîæåñòâà V , ïî ñîîá-
ðàæåíèÿì êîìïàêòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îíè ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå c ∈ K. Ïîêàæåì, ÷òî
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c ÿâëÿåòñÿ íóæíîé òî÷êîé îò ïðîòèâíîãî. Åñëè íàéä�åòñÿ îêðåñòíîñòü U 3 c, äëÿ êîòîðîé k(f−1(U)) ≤ n,
òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîãî ïîêðûòèÿ áóäåò V ⊆ U , çíà÷èò ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñî ñâîéñòâîì 1.

6. Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 1. Íà ñàìîì äåëå ýòè ñëåäñòâèÿ âûòåêàþò óæå èç âåðñèè
òåîðåìû 1, èçâåñòíîé ßíãó [5].

Ñëåäñòâèå 1 (Îáîáùåíèå òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà). Ïóñòü äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà k, l, n, ïðè÷�åì
k(l + 1) ≤ n. Òîãäà äëÿ ëþáûõ l íåïðåðûâíûõ ÷�åòíûõ ôóíêöèé íà ñôåðå Sn (f1, . . . , fl) íàéäóòñÿ òàêèå
÷èñëà (c1, . . . , cl), ÷òî äëÿ ëþáûõ k íåïðåðûâíûõ íå÷�åòíûõ ôóíêöèé (g1, . . . , gk) ñèñòåìà

f1(x) = c1, f2(x) = c2, . . . , fl(x) = cl

g1(x) = 0, g2(x) = 0, . . . , gk(x) = 0

èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4, Z2-ðîä Sn ïðè äåéñòâèè x 7→ −x ðàâåí n + 1. Ïðèìåíèì òåîðåìó 1 ê
îòîáðàæåíèþ f : Sn → Rl, çàäàâàåìîìó ôóíêöèÿìè (f1, . . . , fl). Òîãäà ìû íàéä�åì òàêîé íàáîð (c1, . . . , cl),
÷òî ïîäìíîæåñòâî Sn (ñì. êîììåíòàðèé ïîñëå òåîðåìû 1)

Y = {x ∈ Sn : f1(x) = c1, f2(x) = c2, . . . , fl(x) = cl}

èìååò ðîä íå ìåíåå k. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó îáû÷íîé òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà, èç ëåììû 4 è ñâîé-
ñòâà ìîíîòîííîñòè ðîäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé íàáîð íå÷�åòíûõ ôóíêöèé (g1, . . . , gk) èìååò íóëü íà Y , ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ìîæíî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäñòâèå èç ýòîãî îáîáùåíèÿ òåîðåìû Áîðñóêà-Óëàìà, êîòîðîå ïîëó-
÷àåòñÿ, åñëè ôóíêöèè (g1, . . . , gk) áðàòü ëèíåéíûìè.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà k, l, n, ïðè÷�åì k(l+1) ≤ n. Òîãäà äëÿ ëþáûõ l íåïðåðûâíûõ
÷�åòíûõ ôóíêöèé (f1, . . . , fl) íà ñôåðå Sn ⊂ Rn+1 íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà (c1, . . . , cl), ÷òî ìíîæåñòâî

Y = {x ∈ Sn : f1(x) = c1, f2(x) = c2, . . . , fl(x) = cl}

ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Rn+1 ðàçìåðíîñòè n + 1− k.
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