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� ª� <ª�<��¡ ���:�:���¥<�>: ���;��:  � ����;:� > ������;�� <��<�� �>����<� ®;:<�;:¯�����° >:;�:����
���;��� � ��ª��>�§��� ��¤�� � �� ³��� ���;��� >�>����<� ;:<�;:¯���:� ���;��: ±�����´µ�;�¡��;¡�� �<��>��� ;��¡�¥�:�� ;:����� ¶¡��� �����:¤:�¥ ���§�<�>� �����<�> {1, 2, . . . , k} = [k] �
·¸¹º¸»¼ �½ ¾I
�¿ ���� ���À�
�C�

X �	 n ��H�B C
R

d � ���À�
�C� ����B
�C [m]Á Â�� m ≥ n � ¾I
�¿
A(x, j)Á Â�� x ∈ X Á j ∈ [m] Ã 
���D
�C� 	��B�I�ÄG ���À�
�CÁ ��Z B�����Â�

∀j ∈ [m] ∀Y ⊆ X convY ⊆
⋃

x∈Y

A(x, j).

¾I
�¿ B�À���I x ∈ X 
�X�
��C���� ���I���¿��� H�
�� a(x) ��BÁ H�� ∑
x∈X a(x) = m � Å�Â�� ��D���
Z��B�� ���[��À���� ���À�
�C� ����B
�C σ : [m] → X Á H��

∀x ∈ X |σ−1(x)| = a(x) � m⋂

j=1

A(σ(j), j) 6= ∅.

���;��: ! ��� <�¡¤:� m = n
<µ�;�¡��;�>:�: � ���:�:�: > ¨!©�´µ�;�¡��;¡�� �:�§� ��� ���� >:;�:�� ;:<�;:¯����� ����� ��£� �>��«���<� ���������� �����

�<ª��¥��>:���¦ :>��;�� > ¨ � �©Æ
·¸¹º¸»¼ �½ ¾I
�¿ S Ã 
��X��B
 C

R
d 
 ���À�
�C�� Â�X��Â����D {Fi}

d+1
i=1

� ¾I
�¿ Aij Á Â�� i ∈ [d + 1]Á
j ∈ [m] (m ≥ d+ 1) Ã 
���D
�C� 	��B�I�ÄG X�����À�
�C

S Á ��Z B�����Â�

∀j ∀i Aij ⊇ Fi ∀j
⋃

i

Aij = S.
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¾I
�¿ ���� d+ 1 ���I���¿��� H�
�� a1, a2, . . . , ad+1 Á Â�� ∑
i ai = m � Å�Â�� ��D���
Z ��B�� ���[��À����

���À�
�C� ����B
�C σ : [m] → [d+ 1]Á H��

∀i ∈ [d+ 1] |σ−1(i)| = ai
� m⋂

j=1

Aσ(j)j 6= ∅.

�;�>���� �>: <���<�>�� >�¯�¡�:�:���¦ ���;��� ��� <���<�>�� �:«� ���;��¡ � ��ª��>�§��� ��¤���
�<�� ><� ����;:§���� fj

> �¦ µ�;�¡��;�>�� ����:��>��� �;��� ��¢�� ��� �:«� ¤:<���� <�¡¤:� ;��¡�¥ �:��> :>��;: �� ¨�© ����;��� ! � ��� �<�� ><� ����;:§���� > �¦ µ�;�¡��;�>�� ���<�:������
��¸�����¸ �½ ¾I
�¿ S Ã 
��X��B
 C

R
d 
 ���À�
�C�� Â�X��Â����D {Fi}

d+1
i=1

� ¾I
�¿ 	����Ä m ≥ d+ 1��X���ÄC�ÄG ���[��À���D fj : S 7→ S � ¾I
�¿ ���� d+1 ���I���¿��� H�
��a1, a2, . . . , ad+1 Á Â��∑
i ai = m �

Å�Â�� ��D���
Z ��B�� ���[��À���� ���À�
�C� ����B
�C σ : [m] → [d+ 1] � ��HB� x ∈ S Á H��
∀i ∈ [d+ 1] |σ−1(i)| = ai ∀j ∈ [m] x ∈ conv({fj(x)} ∪ Fσ(j)).

��¸�����¸ 	½ ¾I
�¿ S Ã 
��X��B
 C
R

d 
 ���À�
�C�� Â�X��Â����D {Fi}
d+1
i=1

� ¾I
�¿ 	����Ä m ≥ d+ 1��X���ÄC�ÄG ���[��À���D fj : S 7→ S � ¾I
�¿ ���� d+1 ���I���¿��� H�
��a1, a2, . . . , ad+1 Á Â��∑
i ai = m �

Å�Â�� ��D���
Z ��B�� ���[��À���� ���À�
�C� ����B
�C σ : [m] → [d+ 1] � ��HB� x ∈ S Á H��
∀i ∈ [d+ 1] |σ−1(i)| = ai ∀j ∈ [m] fj(x) ∈ conv({x} ∪ Fσ(j)).

£���� ���:�:���¥<�>: ���;��� ! ��§�� �:�§� ª;������¥ > ���:�:���¥<�>� <���¡«��¢� ¡�>�;§�����Æ
·¸¹º¸»¼ 
½ ¾I
�¿ C

R
d

���Ä d + 1 B���H��� 
���D
�C� ��B�Ä�ÄG ���À�
�C
Fi (i = 1, . . . , d + 1)ÁX��H�� B�À��� 
���D
�C� X�B�ÄC���

R
d � 
I��
�CI�� ���[��À���� n :

⋃
i Fi → Sd−1 C �����H�I�

��I Sd−1 C

R
d ��B��Á H��

∀U ∈
⋃

i

Fi inf
u∈U

(u, n(U)) > −∞.

¾I
�¿ ��BÀ� ���Ä d + 1
���[��À���� fi : R

d → R
d ��B��Á H�� C
� ���[��À���Z x 7→ fi(x) − x�Â����H��Ä�Å�Â�� ��D���
Z ��HB� x ∈ R

d � 
�
���� X���
��C�����D Ui ∈ Fi
��B��Á H��

∀i = 1, . . . , d+ 1 fi(x) ∈ Ui
� 0 ∈ conv{n(U1), . . . , n(Ud+1)}.


� ���;���  ��§�� >�>�<�� ;:<�;:¯���¡« ���;��¡ ±�����
·¸¹º¸»¼ � ��¼��º¼�¸��¼� �¸¹º¸»¼ �¸����½ �
�� C

d+ 1 B���H��� 
���D
�C� CÄXIB�ÄG ���À�
�C
Fi (i = 1, . . . , d + 1) B�À��� 
���D
�C� �� ����� �[��D ��HB�Á �� ��D���
Z 
�
���� X���
��C�����D
Ki ∈ Fi Á ��Z B�����D

d+1⋂

i=1

Ki = ∅.

�� �5&$8$2).�%2,$
�¸»»¼ � ��¸»»¼ �¹��¼�½ ¾I
�¿ C �CI���¿��� Â��
� ���À�
�C�� C����� ��	[��� �� V ∪W Á Â��
|V | = nÁ |W | = m (m ≥ n)Á � ���� ���[��À���� a : V 7→ NÁ Â�� ∑

v∈V a(v) = m � ¾I
�¿ ��Z ��[�Â���XI
��Â� V ′ ⊆ V ���À�
�C� C����� �	W Á 
��������ÄG G��¿ 
 ����D C������D �	 V ′ ����������
�¿�� ����� ∑
v∈V ′ a(v)

� Å�Â�� ��D���
Z ���[��À���� σ : W 7→ V ��B��Á H��
∀w ∈ W (w, σ(w)) ZC�Z��
Z��[��� � ∀v ∈ V |σ−1(v)| = a(v) �

����: �>����<� <���<�>��� ���¤��� ����� ±���:� �<�� �:§�¡« >�;¯��¡ v ∈ V ª;�>;:���¥ >
a(v) ��

�����>�´µ�;�¡��;¡�� � ���:§�� ¤:<���� <�¡¤:� ���;��� !� �� ����;�¢� ��§�� >�>�<�� ����� <�¡¤:��
�¸»»¼ �½ ¾I
�¿ S Ã 
��X��B
 C

R
d 
 ���À�
�C�� Â�X��Â����D {Fi}

d+1
i=1

� ¾I
�¿ Aij Á Â�� i ∈ [d + 1]Á
j ∈ [m] (m ≥ d+ 1) Ã 
���D
�C� 	��B�I�ÄG X�����À�
�C

S Á ��Z B�����Â�

∀j ∀i Aij ∩ Fi = ∅ ∀j
⋃

i

Aij = S.



�� £�����;�>:��� � :�:��� ��µ�;�:­�����¦ <�<��� ����� �� ������

¾I
�¿ ���� d+ 1 ���I���¿��� H�
�� a1, a2, . . . , ad+1 Á Â�� ∑
i ai = m � Å�Â�� ��D���
Z ��B�� ���[��À����

���À�
�C� ����B
�C σ : [m] → [d+ 1]Á H��

∀i ∈ [d+ 1] |σ−1(i)| = ai

m⋂

j=1

Aσ(j)j 6= ∅.

��B�	����¿
�C� ����Ä �� ���¥��� ε > 0
� �� ª;�>�<¦������ ><�¦ ;:<<������ dist(Aij , Fi)� ?:<<���;����� �:§��¢� Aij

��ª;�;�>�¡« µ¡��­�« χij : S 7→ [0, 1] �:�¡«� ¤�� χij(x) = 1
��� x ∈ Aij

� χij(x)=0
� �<��

dist(x,Aij) ≥ ε �����§��
φij(x) =

χij(x)∑
i′∈[d+1] χi′j(x)

,

�ª;�������� ��;;������ �:� �:� ⋃
iAij = S � ��:���:���¥ �� ��;:�:��<� >

0 ��ª;������
φi(x) =

∑
j∈[m] φij(x)

m
.

�<�� ;:<<�:�;�>:�¥ φi(x)
�:� �:;�­���;�¤�<��� ���;���:�� ��¤�� > <��ª���<� S′

� �� ��§�� >����¥�
¤�� φi

�:�:«� ����;:§���� φ : S 7→ S′
� ª;�¤�� ��¢�� ª;�>�;��¥� ¤�� φ ����;:§:�� bdS

>
bdS′ � <��ª��¥³��¢� ����;:§���� ;:>�: 1

���� ¢�����ª�� <�:��:;����¡ ����;:§���« S
>
S′ � �� ����«���¡ �:;�­�� �;�¤�<��� ���;���:���� ´����>:���¥��� ����;:§���� φ : S 7→ S′

<«;�����>�� � �:����<� ��¤�: x ∈ S�:�:�� ¤��
∀i ∈ [d+ 1] φi(x) = ai/m.?:<<���;�� �:�;�­¡ M = (φij(x))i∈[d+1] j∈[m] � ��<�;��� �>¡���¥��� ¢;:µ� ���§�<�>� >�;¯�� ���� ;�¢� � ³�� ����������� ���§�<�>: <����­�> [m] � ���§�<�>: [d+ 1]

<�;�� �:�;�­�M � ´������� <�;��¡
i
<� <����­�� j

� �<�� φij(x) > 0 � �:� �:� > �:�;�­� <¡��� > <�;��:¦ ;:>�� <���>��<�>���� ai

� <¡���> �:§��� <����­� ;:>�� 1
� �� �¤�>����� ³��� ¢;:µ ¡��>���>�;��� ¡<��>�« ����� ±���: � <¡��<�>¡��

σ : [m] 7→ [d+ 1]
��� ����;�� |σ−1(i)| = ai φσ(i)i(x) > 0 � ��� ���:¤:��� ¤�� ��� ���§�<�>

Aij(ε) = {a ∈ S : dist(x,Aij) ≤ ε}
>�ª������<�

m⋂

j=1

Aσ(j)j(ε) 3 x.

�<�;����� ε � �¡�« � �<ª��¥�¡� <�:��:;���� ;:<<¡§������ <>��:���� < ���ª:����<�¥« S � ����¤�� <�¥« ¤�<�: >����§��¦ ����;:§���� σ(ε)
� ª��¡¤:�� ¡�>�;§����� ���;����

�:� §�� �:� � > ���­� ª;����¡��¢� ���:�:���¥<�>:� > ���:�:���¥<�>:¦ ���;�� ! � � �� �¡��� ª��¥�� >:�¥<� <���¡«��� ª;������ �<�� >��<�� ���§�<�> A �� µ�;�¡��;�>�� �� �¡��� ;:<<�:�;�>:�¥ A(ε) =
{x : dist(x,A) ≤ ε} � ���:§�� ¡�>�;§����� ��� ��>�¦ ���§�<�> ª;� �«��¦ ª���§����¥��¦ ε � �� �<¦�����¡�>�;§����� ��� ε = 0

�¡��� <����>:�¥ �� <�:��:;���¦ <���;:§���� ���ª:����<���
��B�	����¿
�C� ������Ä �� ?:<<���;�� :µ����� ����;:§���� f <�:��:;���¢� n−1 ��;��¢� <��ª���<:
S

>
R

d � ª�;�>������ >�;¯��� S
> ��¤�� ���§�<�>: X � ?:<<���;�� ª;���;:�� A′(x, j) = f−1(A(x, j))� ³�� �:���¡��� ���§�<�>:� ��� ���:�:���¥<�>: ���;��� �:� ��<�:��¤�� ���:�:�¥� ¤�� ��� ������;�¢�

����;:§���� σ : [m] → X
< �:�:���� ¤�<��� ª;���;:��> �:§��� ��¤�� �����

m⋂

j=1

A′(σ(j), j) 6= ∅.

£��§�<�>� >�;¯�� <��ª���<: S ��� �;:���<�� �¡��� �:�§� �����:¤:�¥ X ���ª�;¥ ¤���� ª;������¥ ����¡ � �:� �:�� <���:�¥ �:�� ¤���� A′(x, j) �� ª�;�<��:��<¥ < ¢�ª�;¢;: �¥« S
� ª;���>�ª���§��� x� ���¥��� ��<�:��¤�� �:��� ε′ � >�¤��� �� A′(x, j) ���;��¡« ε′ ��;�<���<�¥¢�ª�;¢;:��� ª;���>�ª���§��� >�;¯��� x� ª��¡¤�> ���§�<�>� A′′(x, j)� ���:§��� ¤�� ª;� ��<�:��¤���:��� ε′

��� �:§��¢� j ∈ [m] ���§�<�>: {A′′(x, j)}x∈X
ª��;�>:«� S � �;��ª���§�� ª;���>���Æ ª¡<�¥��� ������;�¢� j ∈ [m] �:�:� �� ��¤�: p �� ª��;�>:��<� �� ����� �� A′′(x, j) ª;� �«��¦ ε′ � �¡<�¥ p��§�� > ����<����¥��� >�¡�;����<�� ¢;:�� S � >�;¯��� ����;�� ��;:�¡«� ���§�<�>� Y ��� p <�>ª:�:��< ������;�� >�;¯���� y ∈ X

� ��¢�: �����:¤�� Y = {y} � ��¢�� >����¥� ¤�� ��� ��<�:��¤�� �:��¢� ε′
convY ⊆

⋃
x∈Y A

′′(x, j)
� �:��� ��;:��� ª��¡¤:��<� ª;���>�;�¤����;������ ����¡ � � <��ª���<¡ S � ���§�<�>:� A′′(x, j)

� ª��¡¤:�� �;��¡���� ¡�>�;§������



?:<�;:¯���:� >�;<�� ����� ��:<��;: �¡;:��><��¢� £:�¡;��>�¤: ��

��B�	����¿
�C� ������Ä Y� �¡<�¥ {vi}
d+1
i=1

� ���§�<�>� >�;¯�� S
� <���>��<�>���� ª;���>�ª���§��¦

¢;:��� {Fi}
d+1
i=1

� �� �:��¤:��« >�¯� ��<�:��¤�� ���:�:�¥ ��� ���§�<�> Aij(ε)� ��¢�: �� ��§�� >�¤�<�¥
�� Aij(ε)

¯:; ;:��¡<: ε/2 < ­���;�� >
vi

� ��¢�: ¡<��>�� ⋃d+1
i=1 Aij(ε) = S �� �:;¡¯��<�� �:� �:� ³�:

��;�<���<�¥ >�;¯��� vi
ª��;��:Ai′j(ε)

��� �«��¢� i′ 6= i ���³���¡ �:��� ��:¤�� ε �� �ª¡<�:�� � <¤��:��
Aij 63 vi �����<��� <��ª���< S > ���¥¯�� <��ª���< S1

�:�� ¤�� >�;¯��� S ª�ª:�¡� > <�;����� ¢;:���� �¡<�¥¢;:�¥ Fi

<��ª���<: S <���>��<�>¡�� ª;� ³��� >�;¯��� wi

<��ª���<: S1 � �<�� �� ;:<<���;�� �>���¡>�;¯��� wi

> �:;�­���;�¤�<��� ª��;:�������� S1
� �����:¤�� �� Bi

� �� ���§�<�>: A′
ij = Aij ∪ (Bi \ S)�¡�¡� ¡��>���>�;��¥ ¡<��>��� ����� �� ��:¤�� ��� <���>��<�>¡«��¢� σ : [m] 7→ [d+ 1]

m⋂

j=1

A′
σ(j)j 6= ∅.

�:������ ¤�� ³�� ª�;�<�¤���� ����:�� ��§:�¥ >
S
� ��:¤��

m⋂

j=1

Aσ(j)j 6= ∅.

��B�	����¿
�C� 
���
�C�Z �� �;��ª���§��� ¤�� �:¤:�� ���;���:� ��§�� >
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Aij = {x : x ∈ conv({fj(x)} ∪ Fi)}.
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i Fi �´�:¤:�: �:����� �:§��� ���§�<�>� U <����<�>: F ���;���� ���§�<�>�� V

� �:��� ¤�� clV ⊆ U �
�:§��� ��>�� <����<�>� Fi

><� ��� ª��;�>:��
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d � �:��� �¡��� ;:���:�¥ < ��>��� <����<�>:����� ¡<��>�« ���;��� <¡��<�>¡�� ª���§����¥�:� ���<�:��: C � �:�:� ¤��
∀x ∈ R

d ∀i = 1, . . . , d+ 1 |fi(x) − x| ≤ C � ∀U ∈ F ∀u ∈ U (u, n(U)) ≥ −C.

��ª�;¥ �:���� ��� ><���¢� U ∈ F ����;�­:���¥�¡« ¢�:��¡« µ¡��­�« φU : R
d → R

� �:�¡« ¤��
U = {x : φU (x) > 0} � 
� <���;:§���� ����¢� ª���§���� ��§�� >��;:�¥ ><� µ¡��­�� φU

�:�� ¤�� ���
�«��¦ U, V ∈ Fi
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d ���ª�;¥ ;:<<���;�� ��� ><���¢� i ∈ 1, . . . , d+ 1 � �:§��� ��¤�� x �:��; ��:¤���� φU (x) � ;:<ª���§���¢� ª� ¡��>:��«� ���;�� �¦ ³��¦ ��:¤���� �:��>�� ψi(x)
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χU (x) = max{φU (x) − ψi(x), 0}
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(U ∈ Fi)
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�� ����� ¤�� �: ε �:�� ¤���� ��;:� ����;:§���� f = f1 × f2 ×

. . . × fd+1 : (Rd)d+1 → (Rd)d+1 �� �:��>:� Z1 × Z2 × . . . × Zd+1 � ��� ��§�� <���:�¥ �� <���;:§����;:���;��<��� ¶¡��� �:�§� <¤��:�¥� ¤�� �ª;�������:� > �:¤:�� ���:�:���¥<�>: ���<�:��:C �� �������:<¥ª;� ¯�>�������
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R

d < ­���;�� > �¡�� � ;:��¡<�� �:<���¥�� ���¥¯��� ¤�� ><� ��ª¡<���
ª�;�<�¤���� �«��¢� ����¤�<�>: ¢�ª�;ª��<��<��� hU

ª�;�<��:«�<� <
B � ¢;:��­¡ B �����:¤�� S �?:<<���;�� ����;:§����

f(x) =
∑

U∈F

χU (x)n(U).

���:§��� ¤�� ³�� ��� ������;�¢� x ∈ B f(x) = 0 � �;��ª���§��� ¤�� ³�� �� �:�� ��¢�: ����;:§���� f����;:§:�� S >
R

d \ {0}
� ª;�¤�� �<�� ��� �«��¢� x ∈ S

>����; f(x) �� ª;���>�ª���§�� x� �� <��ª��¥
����;:§����

R
d \ {0} ;:>�: �����­� � �:�:� �� ��¤�: x ><� §� ����;:§:��<� > �¡�¥� ��:¤�� �� ���§��

ª;��ª���§��¥� ¤�� ��� ������;�¢� x >����; ∑
U∈F

χU (x)n(U) ��¡ ª;���>�ª���§����¡<�¥ ��� ³��¢� x G =
{U ∈ F : χU (x) > 0}

� ��¢�: ��� ><���¢�U ∈ G x ∈ HU
� ª�;���� > ������¡« �����¤�¡ >����;�> {n(U)}U∈G
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χUi
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fi
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