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� �V�� 54X�V8 �5�9��WV6W 58����V4V�� 69W�4UU�� 6 ��UWV�8� 6���U�� 9������6V� � ��5���4��8�� �U���86V94�M �6���U4W 9������6V�� ��58�8�8UU4W ��W ��X��� �4��U�V��� 9�������� �U��86V94 M � W9�W8V6WU8��V�5�� �6��8U�8� ��UWV�W 9������6V�� V4��8 9 �V�� 54X�V8 X��8V 5466��V58U� 8�8 ��U� �6��8U�8��UWV�8 9������6V�� M �9������6V���5��8 V���� U4� ��U4��X�V6W ��UWV�8 ��5���4��8�� �U��86V94� V4� �4� U46 X��8V �UV8586�94V�6���4� 6���U�� 9������6V�� ����4 �U��86V9� M � ��5���4��88� �V� ��UWV�8 W9U� ��� U8W9U� �6�������94��6� 9 54X�V4� �T� �� �� ��� �5� �V�� 9 54X�V4� �T� �� X��� 6��5����5�94U� 6�X6V98UU� ��58�8�8U�8��5���4��8�� �U��86V94��98�8� U8��V�5�8 �X��U4�8U�W� ��V�5�8 �� X��8� �6������94V� 

!� cl X � intX � bdX � �4���4U�8� 9U�V58UU�6V� � �54U�¡4 �U��86V94 X � ��V�5�8 W9�W8V6W ����U��8�6V9�� U8��V�5��� V��������86���� �5�6V54U6V94�
�� conv V � linV � aff V � 9�����4W� ��U8�U4W� 4���UU4W �X�����4 �U��86V94 V � W9�W��8��6W ����U���86V9�� U8��V�5��� ��U8�U��� �5�6V54U6V94�
�� ¢���4 £�U��96���� U8��6V�� �U��86V9 A � B � ��V�5�8 W9�W�V6W ����U��86V94�� U8��V�5���

��U8�U��� �5�6V54U6V94 
A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}

¤6�� �U��86V9� B
6�6V��V �� ��U�� V���� b � V� X��8� ��W �54V��6V� �X��U4�4V�

A + {b} = A + b.

�� ¥8��8V5��86�4W 54�U�6V� �9�� U8��6V�� �U��86V9 A � B � ��V�5�8 W9�W�V6W ����U��86V94�� U8���V�5��� ��U8�U��� �5�6V54U6V94 
A

∗
B =

⋂

b∈B

(A − b)

���� ��9�94�8UVU��
A

∗
B = {c : B + c ⊆ A}.

T� 〈l, x〉 � �U4�8U�8 U4 98�V�58 x ∈ L ��U8�U��� ��U�¡��U4�4 l ∈ L∗ � ¦�86� L � U8��V�5�8 ��U8�U�8�5�6V54U6V9�� ��W L = R
n �5�6V54U6V9� L∗ V4��8 �V���86V9�W8V6W 6

R
n �

�� (x, y) � 6�4�W5U�8 �5���98�8U�8 98�V�5�9 9 �5�6V54U6V98 6� 6�4�W5U�� �5���98�8U�8�� §��8� 6���V4V�� �V� 9
R

n �4�4U� 6�4�W5U�8 �5���98�8U�8 (x, y) =
∑n

i=1
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� 54�U�� �6��8U�W� ��UWV�W 9������6V� ��

�68 9������8 �U��86V94 9 V8�58�4� � ��58�8�8U�W� X��8� 6��V4V� �4��U�V���� 86�� U8 ����WU�V��5�V�9U�8��� 968� �4��U8���� V8�58�4� E � 58��8�6�9U�8 X4U4��9� �5�6V54U6V9�� 9 �46VU�6V� �V� ���8V X�V���U8�U��85U�8 ��� ����X85V�9� �5�6V54U6V9���98�8� U86������ ��58�8�8U��� 6�8��W 54X�V8 �T��
���������	�
 ��6V� M ⊂ E � 9������8 �U��86V9�� £U��86V9� A ⊂ E U4��948V6W M

A����� >SD=A
��� 86�� �U� W9�W8V6W �85868�8U�8� U8��V�5��� �U��86V94 V54U6�WV�9 M � V� 86V� A =

⋂
t∈T (M + t)� ��8

T ⊂ E �
���������	�
 �������8 �U��86V9� M ⊂ E U4��948V6W S����������� 86�� ��W ��X��� �U��86V94
T ⊂ E � ��W ��V�5��� Y =

⋂
t∈T (M + t) U8 ��6V�� U4��8V6W V4��8 9������8 �U��86V9� Y ∗ � �V� Y +Y ∗ = M �

�4� ���4�4U� 9 54X�V8 �T�� ��8UU� 69��6V9� �U��86V94 M X�V� ��5���4���� ���9��W8V ���4�4V�4U4���� �U���� 69��6V9 �X��U�� 9������6V� ��W 6���U�� 9������6V���4��8 ��UWV�8 9������6V� 86V86V98UU� �5�9���V � ��58�8�8U�� 9������� �6���U� 9�������� �X������� �6�� �T�� 
���������	�
 ��6V� �U��86V9� S ⊂ E V4��9�� �V� M ∗ S 6= ∅ � ����4 M

A>SD=��? �����C=�? �U��86V94
S U4��948V6W �U��86V9�

⋂

t∈M ∗ S

(M − t).

£� X��8� �X��U4�4V� 8�� convM S �
����C����� �U4�8 ��9�5W� convM S � �V� �85868�8U�8 968� V54U6�WV�9 M � 6��85�4��� S � �4��8 ��88V
�86V� ��5���4

convM S = M
∗

(M
∗

S).

£��U� �4�8V�V�� �V� M �9�����4W �X�����4 W9�W8V6W U4��8U���� �� 9����8U�� M �6���U� 9��������U��86V9��� 6��85�4��� S �� ��� �5�98�8U� 8�8 ��U� �6��8U�8 ��UWV�W 9������6V�� ¡8��� �4UU�� 54X�V� W9�W8V6W 6549U�V� 8��6 ��58�8�8U�8� 6���U�� 9������6V� 
���������	�
 ��6V� M ⊂ E � 9������8 �U��86V9�� £U��86V9� A ⊂ E U4��948V6W M

A>SD=��� 86����W ��X�� �9�� V��8� a, b ∈ A �U��86V9� convM{a, b} ��58�8�8U� � convM{a, b} ⊆ A�
�4UU4W 54X�V4 ��69W�8U4 6549U8U�� �V�� ��58�8�8U��� 9 �46VU�6V� X���V ���4�4U� V8�58�� 

������� �
 �D�� ���� ������>�
M ⊂ E � �� ���	������� S����������� ����� ����� M

A�����>SD=��� ������>� �>����� M
A>SD=���

������� �
 �D�� ������>�
M ⊂ E �>����� S����������� � ������>�

A � M
A>SD=���

��� int b(A) 6= ∅� ��
A M

A����� >SD=��� ��� M
������C���� �� D��>�� int b(A) 6= ∅

>S������� ���
������ M

A>SD=���� A �
�V� V8�58�� ���9��W�V� �5� �6��9��� �V� �U��86V9�M ��5���4��88 � ��54U��8UU�8� 546�5�6V54U�V���58�8�8U�8 M �6���U� 9�������� �U��86V94 U4 U8�4��U�V�8 9������8 �U��86V94� V4� �4�� ��89��U�� 9��58�8�8U�� M �9�������� �U��86V94 ���U� 9��X�8 ��X49�V�6W �V V58X�94U�W �4��U�V�6V���4��8 9 �V�� 54X�V8 X��8V �4U �5��85 M �9�������� �U��86V94� ��V�5�8 U8 W9�W8V6W M �6���U� 9��������� £U��86V9� M �5� �V�� ��54U��8U�� U� U8 W9�W8V6W ��5���4�����
¢�8����88 �V985��8U�8 X��� ���4�4U� 9 ��� 9 �5���� ��5����5�9�8� �� 6��5����5�8� 8�� 6 �6�������94U�8� ��58�8�8U�W ��5���4��8�� �U��86V94 

������� �
  ���� >SD=��� ������>�
M ⊂ R

2 �>����� S�����������
���V���� �4� ��8 X��� �V�8�8U� 9 ���� �� 58����V4V�9 �V�� 6V4V�� 9 �46VU�6V� 6�8��8V� �V� 9 �9��85U��6���48 ��58�8�8U�W M �9������6V� � M �6���U�� 9������6V� ��9�94�8UVU��
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¢��5����5�8� U8��V�5�8 96�����4V8��U�8 �4�V� � ��58�8�8U�W� U8�X������8 �5� ���4�4V8��6V98 U4�
��� V8�58��
���������	�
 �������8 �U��86V9� Y U4��948V6W ������� �U��86V94 X � 86�� U4��8V6W V4��8 9�������8 Y ∗ � �V� Y + Y ∗ = X �

¤6�� Y + Y ∗ = X � V� X = ∪y∗∈Y ∗(Y + y∗)� V� 86V� X W9�W8V6W �X�8��U8U�8� V54U6�WV�9 Y � �85U�� �X54VU�8  86�� �U��86V9� X 9������ � X = ∪z∈Z(Y + z)� V� 9�W9 Y ∗ = conv Z � ������� X = Y +
Y ∗ � ¢�8��94V8��U�� �V�X� �6V4U�9�V�� �V� Y � 6�4�48��8 X � ��6V4V��U� �5�985�V�� ���5�94�V �� V8
V54U6�WV� Y � ��V�5�8 6��85�4V6W 9 X � 968 �U��86V9� X �
���������	�
 �S����? 
D�=���? �U��86V94 X U4��948V6W ��U�¡�W 98�V�54 p ∈ E∗ � ��58�8�W8�4W �4�

s(p, X) = sup
x∈X

〈p, x〉.

¢��5����5�8� ��UWV�W� U8�X������8 ��W 54X�V� 6 U8��54U��8UU��� 9�������� �U��86V94���
���������	�
 �������� =��D�� �U��86V94 X U4��948V6W

b(X) = {p ∈ E∗ : s(p, X) < +∞}.

	���� �
 �D�� X �
>SD=��� ������>� � p ∈ int b(X) � ����� ������>�

Xp,a = {x ∈ X : 〈p, x〉 ≥ a}

������C����

�=�	������>�� �� �6��9��� U4��8V6W U8��V�5�8 �V�5�V�8 �U��86V9� U ⊆ E∗ V4��8� �V� p ∈ U �
U ⊆ b(X)� �4� �4� �5� �V�� ��89��U� −p ∈ b(Xp,a)� V� U − p ⊆ b(Xp,a) � �5� �V�� U − p � ��586VU�6V�U��W� �V� ��U4�48V� �V� 〈p′, x〉 ��54U��8U� U4 Xpa

�5� ��X�� p′ ��� ��986VU�� V8�58�8 �V8�58�4 ��! �� � ���V6��4 6�8��8V ��54U��8UU�6V� Xp,a �
�5�98�8� 8�8 V5� ��986VU�� �8���� ��V�5�8 V4��8 ���U� U4�V� 9 �T��

	���� �
 ��� int b(X) 6= ∅� �� ��� ����? ��C=� y 6∈ X ��?���� p ∈ int b(X) ��=��� C��
〈p, y〉 > s(p, X) �

	���� �
 ��� X = A + B � ��
s(p, X) = s(p, A) + s(p, B) �

	���� �
 ��� p ∈ int b(X)� �� ��?���� ��C=� x ∈ X ��=��� C��
〈p, x〉 = s(p, X) �

�� 03$%$1-,�*120 1-0#-�

�=�	������>� ������ �� ¤6�� A � M �6���U� 9������8 �U��86V9�� V� ��W ��X�� a, b ∈ A ��88� 

{a, b} ⊂ A → convM{a, b} ⊆ convM A = A.

�V� �U4��V� �V� A � M �9�������

�=�	������>� ������ �� ���4�8� 6U4�4�4 9����8U�8 int b(A) ⊆ int b(M)� �����8� U8��V�5�� p ∈
int b(A)� �����8� U8��V�5�8 a, b ∈ A� £U��86V9� C = convM{a, b}

6��85��V6W 9 A� �U4��V� p ∈ int b(C)� �V4� �4� C � �85868�8U�8 V54U6�WV�9 M � V� int b(C) = int b(M)��8�85� ���4�8�� �V� int b(M) ⊆ b(A)� �58�������� �5�V�9U�8  U4��8V6W p ∈ int b(M) V4���� �V�
p 6∈ b(A)� �5��8 V���� �� ��8 ���4�4UU��� 6��86V9�8V p0 ∈ int b(M)∩ int b(A)� �� �8��8 � U4���V6W V4��8
x0 ∈ M � a0 ∈ A� �V�

s(p0, M) = 〈p0, x0〉 = mM s(p0, A) = 〈p0, a0〉.�4� �4� p 6∈ b(A)� V� U4��8V6W V4�4W ��6�8��94V8��U�6V� V��8� bn ∈ A� �V� 〈p, bn〉 → +∞ �5� n → ∞ ��X��U4��� Cn = convM{a0, bn} ��8�85�� V4� �4� M ��5���4��88� V� ��W �4����� Cn
U4��8V6W C∗

n
V4��8� �V� Cn+C∗

n = M � ¦4���6�5��8� U8��V�5�8 ε > 0 ��� �8��8 �� �5��8U8UU�� � p0
� U4��8V6W V4��� 98�V�5 c∗n ∈ C∗

n
� �V� s(p0, Cn)+〈p0, c

∗

n〉 >



� 54�U�� �6��8U�W� ��UWV�W 9������6V� �T

s(p0, M)− ε � �5� �V�� Cn + c∗n ⊆ M � 6�8��94V8��U� a0 + c∗n ∈ M � 4 V4� �4� 〈p0, a0〉 = s(p0, A) ≥ s(p0, Cn) �
s(p0, M) = 〈p0, x0〉 = mM � V�

〈p0, a0 + c∗n〉 > mM − ε.

¤6�� ��58�8��V�
Mp0,mM−ε = {x ∈ M : 〈p0, x〉 ≥ mM − ε},

V� a0 + c∗n ∈ Mp0,mM−ε �
�� �8��8 ! �U��86V9� Mp0,mM−ε

��54U��8U�� �U4��V� ��6�8��94V8��U�6V� 〈p, a0 + c∗n〉
��54U��8U4� ¦U4���V� ��6�8��94V8��U�6V� 〈p, c∗n〉

V��8 ��54U��8U4��4� �4� Cn + c∗n ⊆ M � bn + c∗n ∈ M � ¢�8��94V8��U�� ��6�8��94V8��U�6V� 〈p, bn + c∗n〉
��54U��8U4 6985����V� 9�8�8V ��54U��8UU�6V� 6985�� 〈p, bn〉� ��U4�� 〈p, bn〉 → +∞ � �V� �5�9���V � �5�V�9�58�����4� �4� int b(A) ⊆ int b(M) � int b(M) ⊆ b(A)� V� int b(A) = int b(M)��4� �4�M � ��5���4��88 �U��86V9�� V�A M �6���U� 9������ V���4 � V����� V���4� ����4 6��86V9�8V

A∗ V4��8� �V� A + A∗ = M � �V�� 9 69�� ��858��� 549U�6���U� V���� �V� 54�U�6V� ���5U�� ��U�¡��
s(p, M) − s(p, A) 9�����4 U4 int b(M) = int b(A)����4�8� 9������6V� 54�U�6V� s(p, M)−s(p, A)� �����8� p1, p2 ∈ int b(A)��� �8��8 � U4���V6W a1, a2 ∈
A V4��8� �V�

s(p1, A) = 〈p1, a1〉 s(p2, A) = 〈p2, a2〉.

�X��U4��� B = convM{a1, a2} � �4� �4� A M �9������� V� B ⊆ A� ¢�8��94V8��U��
s(p1, B) ≤ s(p1, A) = 〈p1, a1〉,

U� a1 ∈ B � �U4��V� s(p1, B) = s(p1, A)� �U4�����U� s(p2, B) = s(p2, A)��4� �4� B ⊆ A� V� ��W ��X��� p ∈ int b(A)

s(p, B) ≤ s(p, A).

�4� �4� B M �9������� V� ��W ��X��� t ∈ [0, 1]

s(tp1 + (1 − t)p2, M) − s(tp1 + (1 − t)p2, B) ≤ t(s(p1, M) − s(p1, B)) + (1 − t)(s(p2, M) − s(p2, B)).

¢�8��94V8��U�� ��W ��X��� t ∈ [0, 1]

s(tp1 + (1 − t)p2, M) − s(tp1 + (1 − t)p2, A) ≤

≤ s(tp1 + (1 − t)p2, M) − s(tp1 + (1 − t)p2, B) ≤

≤ t(s(p1, M) − s(p1, B)) + (1 − t)(s(p2, M) − s(p2, B)) =

= t(s(p1, M) − s(p1, A)) + (1 − t)(s(p2, M) − s(p2, A)).

�� 86V� s(p, M) − s(p, A) 9�����4�
�6V4��6� ���4�4V�� �V� 86�� M ��54U��8U�� V� int b(A) 6= ∅ � ���4�8� X��88 6���U�8 �V985��8U�8 

A ��54U��8U�� ¦4���6�5�8� V���� a0 ∈ A� ��W ��X�� b ∈ A �� ��58�8�8U�� M �9�������� �U��86V94
convM{a0, b} ⊆ A� �V� ��U4�48V 9 �46VU�6V�� �V� U4��8V6W V4��8 t ∈ E � �V�

a0, b ∈ M + t.

¦U4��V� a0 − t ∈ M �
b ∈ M + t = M + t − a0 + a0 ⊆ M − M + a0,

��8 M − M � 6���4 £�U��96���� �U��86V9 M � −M � �V6��4 6�8��8V� �V� A ⊆ a0 + M − M � �5� �V��
��54U��8UU�6V� M 9�8�8V ��54U��8UU�6V� M − M � �U4��V� A V��8 ��54U��8U��;4 �V�� V8�58�4 ���U�6V�� ���4�4U4�
�5�98�8� �5��85 M �9�������� �U��86V94� ��V�5�8 U8 W9�W8V6W M �6���U� 9�������� �5� �V�� �U���86V9� M X��8V ��54U��8UU��� U� U8 ��5���4�����



�� £��8��5�94U�8 � 4U4��� �U��5�4¡��UU�� 6�6V8� ����� �� ������

��	���
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