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1. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîäîáíà ìàòðèöå (aij),
ó êîòîðîé aij = −aji ïðè i 6= j.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì S = 1/2(A + AT ), V = 1/2(A − AT ), òîãäà A = S + V , S ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, à V � êîñîñèììåòðè÷íîé. Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
S 7→ OTSO ìîæíî ïðèâåñòè S ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, à V ïðè òîì æå ïðåîáðàçîâà-
íèè V 7→ OTV O îñòàíåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé. Â èòîãå, ìàòðèöà OTAO áóäåò èìåòü
òðåáóåìûé âèä.

2. Ïóñòü m è n � íå÷¼òíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îïðåäåëèòå çíàê âûðàæåíèÿ

I(y) =

∫ π

0

sinn x · sinm(x+ y) dx

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà y.

Îòâåò: ñîâïàäàåò ñî çíàêîì cos y.

Ðåøåíèå. Ñëîæèì èíòåãðàë ñ ñàìèì ñîáîé, çàìåíèâ ïåðåìåííóþ íà x 7→ π − x:

2I =

∫ π

0

sinn x (sinm(x+ y) + sinm(π − x+ y)) dx =

=

∫ π

0

sinn x (sinm(x+ y) + sinm(x− y)) dx =

=

∫ π

0

sinn x (sin(x+ y) + sin(x− y))
(
sinm−1(x+ y)− · · ·+ sinm−1(x− y)

)
dx =

=

∫ π

0

2 sinn+1 x cos y
(
sinm−1(x+ y)− sinm−2(x+ y) sin(x− y) + · · ·+ sinm−1(x− y)

)
dx.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíî, ÷¼òíàÿ ñòåïåíü ñèíóñà � òîæå, ñëåäîâàòåëüíî
çíàê âñåãî èíòåãðàëà ñîâïàäàåò ñî çíàêîì cos y.

3. Íà ïðîâîëî÷íóþ åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ïàóê íàòÿíóë ïàóòèíó. Ïàóòèíà ïðåä-
ñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïëîñêèé ãðàô ñ ïðÿìûìè ð¼áðàìè â êðóãå, îãðàíè÷åííîì äàííîé
îêðóæíîñòüþ; èç âåðøèí ãðàôà, ëåæàùèõ íà îêðóæíîñòè, ðåáðî âûõîäèò âíóòðü
îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíî åé; à â êàæäîé âåðøèíå ãðàôà âíóòðè êðóãà ñóììà
åäèíè÷íûõ èñõîäÿùèõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ð¼áðàì ãðàôà íóëåâàÿ. Äîêàæèòå,
÷òî äëèíà ïàóòèíû ðàâíà êîëè÷åñòâó å¼ âåðøèí íà îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Áóäåì ñæèìàòü ïàóòèíó ãîìîòåòèåé ê öåíòðó ñ êîýôôèöèåíòîì t îò 1 äî
0. Òå å¼ ÷àñòè, êîòîðûå áûëè ïåðïåíäèêóëÿðíû îêðóæíîñòè, îñòàâëÿåì ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûìè è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ãîìîòåòèè ïðîäîëæàåì îáðàòíî äî îêðóæíîñòè, òàêèì
îáðàçîì ëåæàùèå íà îêðóæíîñòè âåðøèíû íå äâèãàþòñÿ.

Ïðè òàêîì äâèæåíèè ïàóòèíû íàïðàâëåíèÿ ð¼áåð íå ìåíÿþòñÿ, ïðîèçâîäíàÿ äëè-
íû âñÿêîãî îòðåçêà ãðàôà � ýòî ñóììà ïî åãî êîíöàì âåëè÷èí v · τ , ïðîèçâåäåíèé
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âåðøèíû íà êàñàòåëüíóþ ê îòðåçêó â âåðøèíå. Ñóììà ïðîèçâîä-
íûõ äëèí ïî âñåì îòðåçêàì ãðàôà ïðåîáðàçóåòñÿ â ñóììó ïî âåðøèíàì è îêàçûâàåòñÿ,



÷òî îíà ðàâíà íóëþ èç äàííûõ â çàäà÷å óñëîâèé íà ïàóòèíó. Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà
ïàóòèíû ïðè ñæàòèè íå ìåíÿåòñÿ, à ïðè t → +0 ïàóòèíà ïðåâðàòèòñÿ â n ðàäèóñîâ
îêðóæíîñòè, ãäå n � êîëè÷åñòâî å¼ âåðøèí íà îêðóæíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Èíà÷å ìîæíî îáúÿñíèòü ýòî ðåøåíèå òàê: îïèñàííàÿ êîíôèãóðà-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà äëèíû ïàóòèíû îòíîñèòåëüíî ïðî-
èçâîëüíûõ ïåðåìåùåíèé âíóòðåííèõ âåðøèí è ïåðåìåùåíèé ãðàíè÷íûõ âåðøèí ïî
îêðóæíîñòè. Ñòÿãèâàíèå êîíôèãóðàöèè â íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïóò¼ì â ïðî-
ñòðàíñòâå êîíôèãóðàöèé, èäóùèì ïî êðèòè÷åñêèì òî÷êàì ôóíêöèîíàëà äëèíû, à
çíà÷èò íà ýòîì ïóòè çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà äëèíû íå ìåíÿåòñÿ, à â êîíöå ïóòè îíî
ðàâíî êîëè÷åñòâó ãðàíè÷íûõ âåðøèí.

4. Â Rn äàíû äâà áàçèñà X = {x1, . . . , xn} è Y = {y1, . . . , yn}, ïðè÷¼ì ïåðâûé èç íèõ
ðàçáèò íà íåïóñòûå ïîäíàáîðû X = X1 t · · · t Xk. Äîêàæèòå, ÷òî Y òîæå ìîæíî
ðàçáèòü íà ïîäíàáîðû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà Y = Y1 t · · · t Yk òàê, ÷òî êàæäûé
íàáîð (X \Xi) ∪ Yi (i = 1, . . . , k) áóäåò áàçèñîì.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííûé ê ïåðâîìó áàçèñó x∗1, . . . , x
∗
n è ðàññìîòðèì âíåø-

íèå ôîðìû

ξi =
∧

xj∈Xi

x∗j .

Èõ âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå

ν = ξ1 ∧ · · · ∧ ξk = ±x∗1 ∧ · · · ∧ x∗n
äà¼ò íåòðèâèàëüíóþ ôîðìó ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè, ñëåäîâàòåëüíî

ν(y1, . . . , yn) 6= 0.

Ðàñïèøåì ïî îïðåäåëåíèþ âíåøíåå óìíîæåíèå ôîðì â íåðàâåíñòâå

(ξ1 ∧ · · · ∧ ξk)(y1, . . . , yn) 6= 0

êàê ñóììó ïî ïåðåñòàíîâêàì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ)∑
σ∈Sn

(−1)sgnσξ1(yσ(1), . . . , yσ(`1))ξ2(yσ(`1+1), . . . , yσ(`1+`2)) . . . ξk(yσ(`1+···+`k−1+1), . . . , yn) 6= 0.

Òàê êàê êàêîå-òî ñëàãàåìîå â ñóììå äîëæíî áûòü íåíóëåâûì, ìû ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ
ïåðåñòàíîâêè σ èç ðàçáèåíèÿ X = X1t· · ·tXk íåêîòîðîå ðàçáèåíèå Y = Y1t· · ·tYk,
â êîòîðîì äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k ïðè Yi = {yi1, . . . , yi`i} áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

ξi(yi1, . . . , yi`i) 6= 0,

÷òî êàê ðàç îçíà÷àåò, ÷òî ïðè çàìåíå âX ïîäíàáîðàXi íà Yi ïîëó÷èòñÿ áàçèñ, òàê êàê
ÿäðî ξi â òî÷íîñòè ïîðîæäåíî âåêòîðàìè X \Xi, è âûïèñàííîå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò,
÷òî Yi äà¼ò áàçèñ â Rn/〈X \Xi〉.

Çàìå÷àíèå. Ýòî ðåøåíèå ìîæíî èçëîæèòü ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ äåòåðìèíàíòà
â ñóììó îïðåäåëèòåëåé ìèíîðîâ â ïåðâûõ k1 ñòðîêàõ, óìíîæåííûõ íà èõ àëãåáðàè÷å-
ñêèå äîïîëíåíèÿ. Ïðèìåíåíèå ýòîé ôîðìóëû îäèí ðàç äàñò óòâåðæäåíèå äëÿ k = 2,
äàëåå ìîæíî ïðîäîëæàòü ðàññóæäåíèå ïî èíäóêöèè äëÿ îäíîãî èç íàéäåííûõ íåíó-
ëåâûõ ìèíîðîâ.



5. Äâà èãðîêà èãðàþò â èãðó íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X ⊆ R, äåëàÿ ñ÷¼òíîå ÷èñëî
øàãîâ. Íà n-ì øàãå ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò äëèíó dn > 0, à âòîðîé âûáèðàåò îòðåçîê
íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé äëèíû dn. Çàäà÷à âòîðîãî � ïîêðûòü ïîëó÷èâøèìèñÿ îòðåçêàìè
X, çàäà÷à ïåðâîãî � íå äàòü ýòî ñäåëàòü. Ïðè êàêèõ ìíîæåñòâàõ X âòîðîé èãðîê
èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ?

Îòâåò: ïðè ñ÷¼òíûõ èëè êîíå÷íûõ X.

Ðåøåíèå. Ïóñòü â ðåøåíèè ñëîâî ¾ñ÷¼òíîå¿ îáîçíà÷àåò ¾ñ÷¼òíîå èëè êîíå÷íîå¿. Äëÿ
ñ÷¼òíûõ X = {xn}n∈N ñòðàòåãèÿ âòîðîãî ïðîñòà � íà n-ì øàãå ïîêðûâàòü îòðåçêîì
òî÷êó xn. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåñ÷¼òíûõ X ëþáàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî ìîæåò íå ñðàáî-
òàòü.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî, òàê êàê ó íåñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà
íàéä¼òñÿ îãðàíè÷åííîå íåñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî. Áóäåì òàê ñ÷èòàòü, è áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âñå õîäû âòîðîãî íå âûëåçàþò çà íåêîòîðûé îòðåçîê.

Ïåðâûé èãðîê áóäåò ïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü õîäû âèäà 1/ni íà i-ì õîäå, è ìû
ïîïûòàåìñÿ ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ni, ¾ëîìàþùèå¿ ñòðàòåãèþ
âòîðîãî èãðîêà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòà ñòðàòåãèÿ çàâèñèò òîëüêî îò äåéñòâèé ïåð-
âîãî.

Òàê êàê ñóììà ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ðàñõîäèòñÿ, äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïîòåí-
öèàëüíî âûáðàííûõ ïåðâûì èãðîêîì çíà÷åíèé n1 âòîðîé èãðîê êëàä¼ò îòðåçîê, çà-
äåâàþùèé îäíó è òó æå òî÷êó X1. Îòìåòèì ýòó X1 è íàçîâ¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå n1

¾äîïóñòèìûìè¿. Ïðè êàæäîì äîïóñòèìîì n1, äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé n2

âòîðîé çàäåâàåò îäíó è òó æå òî÷êó Xn1;2. Îòìåòèì ýòó òî÷êó è íàçîâ¼ì ñîîòâåòñòâó-
þùèå äâóõýëåìåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (n1, n2) ¾äîïóñòèìûìè¿.

Àíàëîãè÷íî, íà (k+1)-ì øàãå äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (n1, . . . , nk)
ìû çíàåì, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé nk+1 âòîðîé èãðîê çàäåâàåò îä-
íó è òó æå òî÷êó Xn1,n2,...,nk;k+1. Îòìåòèì å¼ è íàçîâ¼ì òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(n1, . . . , nk+1) ¾äîïóñòèìûìè¿.

Â ðåçóëüòàòå, äëÿ âñåâîçìîæíûõ k è äîïóñòèìûõ k-ýëåìåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìû îòìåòèëè ñ÷¼òíîå ÷èñëî òî÷åê. Â ïðåäïîëîæåíèè âû-
èãðûøíîñòè ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà ïîêàæåì, ÷òî êðîìå íèõ òî÷åê â ìíîæåñòâå
X íåò. Åñëè åñòü íå ó÷àñòâóþùàÿ â ýòîì ïåðå÷èñëåíèè òî÷êà A, òî ïðåäúÿâèì ñòðà-
òåãèþ ïåðâîãî, ïðè êîòîðîé âòîðîé íå ïîêðîåò A. Íà ïåðâîì øàãå ïåðâûé âûáèðàåò
äîïóñòèìîå n1 > 1/|A − X1|; âòîðîé íå ïîêðûë A, èáî îí ïîêðûë X1. Íà (k + 1)-ì
øàãå ïåðâûé âûáèðàåò nk+1 > 1/|A −Xn1,...,nk;k+1| òàê, ÷òî (n1, . . . , nk+1) äîïóñòèìà;
òîãäà âòîðîé ïîêðîåò Xn1,...,nk;k+1 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïîêðîåò A.


