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1�2 ÊÓÐÑ

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ìíîãî÷ëåíîâ P1(x), . . . , Pn(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè íàéä¼òñÿ èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λ1P1(x) +
· · ·+ λnPn(x), ó êîòîðîé íå ìåíåå n− 1 äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ.

2. Íàçîâ¼ì êîëåáàíèåì ôóíêöèè f : R → R â òî÷êå x0 òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü
êîëåáàíèé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå U ïî âñåì îêðåñòíîñòÿì U 3 x0, ãäå êîëåáàíèå
íà ìíîæåñòâå U � ýòî supx∈U f(x) − infx∈U f(x). Ôóíêöèÿ èìååò êîëåáàíèå 1 â
êàæäîé òî÷êå, êðîìå íóëÿ. Êàêîå êîëåáàíèå îíà ìîæåò èìåòü â íóëå?

3. Ïðåäïîëîæèì, ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ C íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, C ⊂ 2N, îêàçàëîñü
òàêèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ C âûïîëíÿåòñÿ ëèáî X ⊆ Y , ëèáî Y ⊆ X. Âåðíî
ëè, ÷òî C íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî?

4. Ñóùåñòâóþò ëè 100 ïîïàðíî çàöåïëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå? Äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ (íåâûðîæäåííûõ) òðåóãîëüíèêà â òð¼õìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ çàöåïëåííûìè, åñëè êîíòóð ïåðâîãî òðåóãîëüíè-
êà ïåðåñåêàåò îòíîñèòåëüíóþ âíóòðåííîñòü âòîðîãî òðåóãîëüíèêà ðîâíî â îäíîé
òî÷êå, ïðè÷¼ì äâà îòðåçêà êîíòóðà ïåðâîãî òðåóãîëüíèêà, âûõîäÿùèå èç ýòîé
òî÷êè, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè âòîðîãî òðåóãîëüíèêà.

5. Íàéäèòå äåòåðìèíàíò èç áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R

det

((
ai+ bj

j

))
0≤i,j≤n

.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå(
α

k

)
=
α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
.
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3�6 ÊÓÐÑ

1. Ïðåäïîëîæèì, ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ C íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, C ⊂ 2N, îêàçàëîñü
òàêèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ C âûïîëíÿåòñÿ ëèáî X ⊆ Y , ëèáî Y ⊆ X. Âåðíî
ëè, ÷òî C íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî?

2. Ñóùåñòâóþò ëè 100 ïîïàðíî çàöåïëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå? Äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ (íåâûðîæäåííûõ) òðåóãîëüíèêà â òð¼õìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ çàöåïëåííûìè, åñëè êîíòóð ïåðâîãî òðåóãîëüíè-
êà ïåðåñåêàåò îòíîñèòåëüíóþ âíóòðåííîñòü âòîðîãî òðåóãîëüíèêà ðîâíî â îäíîé
òî÷êå, ïðè÷¼ì äâà îòðåçêà êîíòóðà ïåðâîãî òðåóãîëüíèêà, âûõîäÿùèå èç ýòîé
òî÷êè, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè âòîðîãî òðåóãîëüíèêà.

3. Íàéäèòå äåòåðìèíàíò èç áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R

det

((
ai+ bj

j

))
0≤i,j≤n

.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå(
α

k

)
=
α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
.

4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) =
∑∞

n=0 anz
n âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé

äèñê D ⊂ C íà îòêðûòóþ îáëàñòü U ⊆ C. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü U ðàâíà

∞∑
n=1

πn|an|2.

5. Ïóñòü ôóíêöèÿ u : Rn → R äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è ñòðîãî
âûïóêëà, òî åñòü u((1− t)x+ ty) < (1− t)u(x) + tu(y) äëÿ ëþáûõ x 6= y ∈ Rn è
0 < t < 1. Äîêàæèòå, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ x : [0, 1]→ Rn

ẍ = ∇u(x), x(0) = a, x(1) = b

èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ ïðè ëþáûõ a, b ∈ Rn.


