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1. Ïóñòü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà. Íàé-
äèòå ïðåäåë

lim
t→0

det(E + tA)− 1

t
.

Îòâåò: trA.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

det(E + tA) = tn det

(
1

t
E + A

)
= tnχA

(
−1
t

)
,

ãäå χA(s) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí A, à n � ðàçìåð ìàòðèöû. Òîãäà ìû
èùåì êîýôôèöèåíò ïðè t â ìíîãî÷ëåíå tnχA(

−1
t
), òî åñòü êîýôôèöèåíò ïðè tn−1 â

õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà (−1)n−1. Êàê èçâåñòíî, ýòî
ñëåä.

Èíà÷å, ìîæíî ïðîñòî ïðèâåñòè ìàòðèöó ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó, òîãäà det(E+tA)
áóäåò ðàâåí

n∏
i=1

(1 + taii)

è îòâåò î÷åâèäåí.

2. Ïóñòü ñå÷åíèå êîíóñà x2+y2 = z2 (z ≥ 0) ïëîñêîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì. Äîêàæèòå,
÷òî ó ïðîåêöèè ýòîãî ýëëèïñà íà ïëîñêîñòü 0xy íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì.

Ðåøåíèå. Ýòî ìîæíî ïðîñòî ïîñ÷èòàòü, íî ìû ïðèâåä¼ì ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå.
Ïóñòü äàííûé êîíóñ C, åãî ñå÷åíèå � E ñ öåíòðîì c. Ïóñòü êîíóñ C ′ öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷åí C îòíîñèòåëüíî c, è ïóñòü 0′ � åãî âåðøèíà. Òîãäà

E = C ∩ C ′.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ E äëèíà îòðåçêà |0p| â
√
2 ðàç áîëüøå åãî ïðîåêöèè íà îñü 0z.

Àíàëîãè÷íî, äëèíà îòðåçêà |p0′| â
√
2 ðàç áîëüøå åãî ïðîåêöèè íà îñü 0z (òàê êàê

îòðåçêè ëåæàò íà ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíóñàõ). Òàê êàê ñóììà ïðîåêöèé ýòèõ îòðåçêîâ
íà îñü 0z ïîñòîÿííà, òî ñóììà èõ äëèí

|0p|+ |p0′|

ïîñòîÿííà.

Ïðè ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü 0xy ïóñòü p ïåðåõîäèò â pxy, à 0′ � â 0xy. Òàê êàê ýòà
ïðîåêöèÿ óìåíüøèò âñå äëèíû â

√
2 ðàç, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

|0pxy|+ |pxy0xy| = const,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.



3. Äàí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d îò n ïåðåìåííûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî îí ïðèíèìàåò íåíó-
ëåâûå çíà÷åíèÿ êàê ìèíèìóì â 2n−d âåðøèíàõ êóáà {−1, 1}n, ëèáî îí ïðèíèìàåò
òîëüêî íóëåâûå çíà÷åíèÿ â âåðøèíàõ ýòîãî êóáà.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êàõ ìíîæåñòâà V = {−1, 1}n âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
x2i = 1 äëÿ ëþáîé êîîðäèíàòû xi. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ìíîãî÷ëåí
P (x1, . . . , xn) ìîæíî çàìåíèòü íà äðóãîé ìíîãî÷ëåí Q(x1, . . . , xn), ó êîòîðîãî ñòåïåíè
âñåõ ïåðåìåííûõ íå áîëåå ÷åì 1 è çíà÷åíèÿ íà V òå æå ñàìûå.

ÅñëèQ îêàçàëñÿ íóëåâûì, òî è P áûë ðàâåí íóëþ íà ìíîæåñòâå V . Èíà÷å ðàññìîòðèì
ìîíîì M0 â Q ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè k ≤ d, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïóñòü ýòî
M0 = ax1 . . . xk. Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàêîé-òî èç ìîíîìîâ M(x1, . . . , xn) íå ñîäåðæèò
ïåðåìåííîé xi ïðè 1 ≤ i ≤ k, òî ñóììà

M(xk+1, . . . , xn) =
∑

x1,...,xk∈{−1,1}

x1 . . . xkM(x1, . . . , xn)

îêàæåòñÿ ðàâíîé íóëþ, èáî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ñîêðàùàþùèåñÿ ïàðû ñëà-
ãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèå çàìåíå xi 7→ −xi. Îäíàêî äëÿ ìîíîìà M0(x1, . . . , xn) =
ax1 . . . xk òàêàÿ ñóììà M0(xk+1, . . . , xn) îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé 2ka 6= 0.

Òàê êàê ñòåïåíü Q íå áîëåå k, òî âñå îñòàëüíûå åãî ìîíîìû M , êðîìå M0, èìåþò
M = 0. Çíà÷èò, Q(xk+1, . . . , xn) ≡ 2ka. Ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû Q îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå íàáîðà xk+1, . . . , xn ∈ {−1, 1} íàéäóòñÿ çíà÷åíèÿ x1, . . . , xk ∈
{−1, 1}, ïðè êîòîðûõ Q(x1, . . . xn) 6= 0. Òî åñòü Q íå ðàâåí íóëþ êàê ìèíèìóì â
2n−k ≥ 2n−d òî÷êàõ ìíîæåñòâà V .

4. Ïóñòü f : R → R � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîëîæèì

mn =

(∫ 2π

0

|f (n)(x)|2 dx
)1/2

.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
m

1/n
n

)
èìååò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü mn ëîãàðèôìè÷åñêè âûïóêëà, òî åñòü:

mn+1mn−1 ≥ m2
n.

Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âû-
õîäèò(∫ 2π

0

|f (n+1)(x)|2 dx
)1/2

·
(∫ 2π

0

|f (n−1)(x)|2 dx
)1/2

≥
∣∣∣∣∫ 2π

0

f (n+1)(x)f (n−1)(x) dx

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣f (n+1)(x)fn(x)|2π0 −
∫ 2π

0

f (n)(x)f (n)(x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 2π

0

|f (n)(x)|2 dx
∣∣∣∣ = m2

n.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî lnmn+1 + lnmn−1 ≥ 2 lnmn âûïóêëà, èíà÷å ãîâîðÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (lnmn+1−lnmn) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è èìååò ïðåäåë. Ïóñòü lnmn+1−lnmn →
A ∈ R ∪ {+∞}. Òîãäà ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

lim
n→∞

lnmn

n
= lim

n→∞
(lnmn+1 − lnmn) = A,



à çíà÷èò
lim
n→∞

(mn)
1/n = eA ∈ R ∪ {+∞}.

Çàìå÷àíèå.Ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå è äîêàçàòü, ÷òî
ïðåäåë êîíå÷íûé äëÿ êîíå÷íîãî ðÿäà Ôóðüå è áåñêîíå÷íûé äëÿ áåñêîíå÷íîãî ðÿäà
Ôóðüå.

5. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, a2, . . . è íàòóðàëüíîå ÷èñëî d ≥ 2. Èçâåñòíî, ÷òî

a0 = a1 = · · · = ad = 1,

è ïðè k ≥ d

ak+1 ≥ ak −
ak−d
4d

.

Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà ak ïîëîæèòåëüíûå.

Ðåøåíèå. Çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ñëó÷àþ, êîãäà âìåñòî íåðàâåíñòâà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

ak+1 = ak −
ak−d
4d

ïðè k ≥ d. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò ïðè ïîëîæèòåëüíîì ak+1 íåðà-
âåíñòâî áûëî ñòðîãèì, òî ïðîñòî óìíîæèì âñå ÷èñëà an ñ èíäåêñîì n ≥ k + 1 íà
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå åäèíèöû òàê, ÷òîáû ýòî íåðàâåíñòâî îáðàòèëîñü â
ðàâåíñòâî äëÿ äàííîãî k. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îñòàëüíûå íåðàâåíñòâà íå íàðóøàò-
ñÿ. Òàê ìîæíî äåëàòü äî òåõ ïîð, ïîêà ak+1 íå îêàæåòñÿ íåïîëîæèòåëüíûì, íî è â
ìîäèôèöèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ðàâåíñòâàìè îíî òîæå îêàæåòñÿ íåïîëî-
æèòåëüíûì.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî

∞∑
k=0

akt
k =

1

1− t+ td+1

4d

.

Ïóñòü f(t) = 1− t+ td+1

4d
. Ïðîâåðèì, ÷òî f(1) > 0 è

f

(
1 +

1

d

)
=

1

d

(
−1 +

(
1 + 1

d

)d+1

4

)
< 0,

òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
1 + 1

d

)d+1
óáûâàåò è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 4 ïðè d = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó ìíîãî÷ëåíà f(t) åñòü êîðåíü, ïî ìîäóëþ áîëüøèé åäèíèöû, ïóñòü
îí ðàâåí 1/a > 1, òî åñòü 0 < a < 1. Ýòîò ìíîãî÷ëåí ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

f(t) = (1− at)
(
1− (1− a)t− (1− a)at2 − · · · − (1− a)ad−2td−1 − 1

4da

)
= h(t)g(t).

ßñíî, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèÿõ 1
h(t)

è 1
g(t)

ïîëîæèòåëüíû, ñëåäî-

âàòåëüíî òî æå âåðíî äëÿ 1
f(t)

.



Áîëåå ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ak îïðåäåëåíî è ïðè îòðèöàòåëü-
íûõ öåëûõ k è ðàâíî 1. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

as ≥
(
1− 1

d

)t
as−t

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ s è t èíäóêöèåé ïî ïî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîìó ïîðÿäêó ïàð (s, t).

Èç íåãî î÷åâèäíî ñëåäóåò ïðè s = t

as ≥
(
1− 1

d

)t
,

÷òî äîêàçûâàåò ïîëîæèòåëüíîñòü as.

Áàçà èíäóêöèè: åñëè s = 0, òî íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

1 ≥
(
1− 1

d

)t
,

÷òî âåðíî.

Äàëåå øàã èíäóêöèè áóäåì äåëàòü ïî-ðàçíîìó, â çàâèñèìîñòè îò t

• Ñëó÷àé t > 1: Òîãäà ïðèìåíÿåì óòâåðæäåíèå äëÿ ïàð (s, 1) è (s − 1, t − 1) è
ïîëó÷àåì

as ≥ as−1

(
1− 1

d

)
≥ as−t

(
1− 1

d

)1+t−1

= as−t

(
1− 1

d

)t
,

òî åñòü óòâåðæäåíèå äëÿ ïàðû (s, t);

• Ñëó÷àé t = 1: Òîãäà

as ≥ as−1 −
as−1−d
4d

≥ as−1 −
as−1

4d
(
1− 1

d

)d ≥ as−1

(
1− 1

d

)
,

ãäå âòîðîå íåðàâåíñòâî åñòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ ïàðû (s−1, d), à òðå-

òüå ñëåäóåò èç îöåíêè âîçðàñòàíèÿ âåëè÷èíû
(
1− 1

d

)d
(âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå

÷èñëà e) è ñëåäóþùåé èç íåãî îöåíêè(
1− 1

d

)d
≥
(
1− 1

2

)2

=
1

4
.


